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AVANT-PROPOS 


Ce manuel est destiné aux étudiants de l’enseignement supérieur. 
Toutes les questions au programme d'analyse des écoles d'ingé- 
nieurs sont étudiées. 

Ce manuel est le fruit de plusieurs années d'enseignement à l'Uni- 
versité d'Etat de Moscou, à l’Institut des ingénieurs physiciens de 
Moscou (MIFI) et à l'Institut physico-technique de Moscou (MFTI). 
Il prolonge et développe les thèses méthodologiques de l’ouvrage 
de B. Rojdestvenski Cours d'analyse mathématique (M., Naouka, 
1972, en russe). 

Les auteurs ont opté pour un exposé concis susceptible de toucher 
un large éventail de lecteurs. La conception du cours. le caractère 
de l'exposé et l'agencement des sujets rompent avec la tradition. 
Ainsi la théorie des suites et la théorie des séries sont développées 
simultanément. Les notions de dérivées et d intégrales indéfinie et 
définie sont examinées aussi simultanément et leurs propriétés font 
l'objet d’une étude globale. Deux types d'intégrales définies sont 
étudiés : l’intégrale de Newton (qui est égale à l’accroissement d'une 
primitive) et l’intégrale de Riemann. Quelques approches méthodo- 
logiques nouvelles sont utilisées pour étudier les fonctions de plusieurs 
variables. 

Ces accrocs à la tradition permettent primo d'exposer la matière 
avec élégance et sans répétitions rébarbatives. secundo de signaler 
à l'avance aux étudiants les éléments d'analyse qui leur seront néces- 
saires dans l’étude de la physique et des disciplines de l'ingénieur. 
Enfin la démarche adoptée abrège sensiblement le volume de l'ou- 
vrage. . 

Au cours de la préparation de cet ouvrage les auteurs ont eu 
d'importantes discussions avec leurs collègues et amis sur divers 
problèmes d'analyse mathématique. Ils tiennent à remercier en 
premier lieu les collaborateurs des départements de physique mathé- 
matique appliquée et de mathématiques supérieures du MIFI, 
du département de mathématiques supérieures du MFTI et de 
l'Institut Keldych de mathématiques appliquées. 

Les auteurs sont particulièrement reconnaissants au professeur 
D. Vassilkov pour ses multiples conseils et son importante contribu- 
tion à la préparation de cet ouvrage. 

A. Kartacher, 
B. Rojdestrvenski 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE 
DES ENSEMBLES 


$S 1. Notion d'ensemble. 
Opérations ensemblistes élémentaires 


La notion d'ensemble est une notion première en mathématiques 
qui n'est donc pas définissable par d’autres notions plus simples. 

Par ensemble on entend un groupement d'objets possédant les 
mêmes propriétés caractéristiques. 


Exemples. 1. L'ensemble des entiers ee HSE à un en- 
tier NV, c’est-à-dire les nombres 1, 2, ..., MN — 1, 

2. L' ensemble des entiers naturels 1,2,....n,n us 1,... (suite 
naturelle). 

3. L'ensemble des étudiants dans une salle. 

4. L'ensemble des personnes dans une salle. 


Un ensemble est composé d'éléments. Pour indiquer qu'un élé- 
ment x appartient à un ensemble À on noter € A;sizxn'est pas un 
élément de À, on écrit x 4 À ou encore x € À. 


Définition. On dit qu'un ensemble À est un sous-ensemble ou une 
partie d'un ensemble B si tous les éléments de À sont éléments de B. 

On note: AC B et on dit: À est contenu dans B. 

Si AG Bet s'il existe un élément x € B non contenu dans À, 
on dit que À est une partie stricte de B. 

Une partie stricte d'un ensemble n'est donc pas confondue avec 
cet ensemble. 

[Introduisons la notion d'ensemble vide, c'est-à-dire d'ensemble 
ne contenant aucun élément. L'ensemble vide se désigne par le 
symbole G. 

On admet qu'un ensemble vide est contenu dans tout ensemble 
A: DC À. 


Définition. On appelle réunion (somme) d'ensembles A, (k = 
= 1. ..., n) l’ensemble S tel que x € S si x € À, pour un k# au 
moins. 

L'ensemble S est donc composé des éléments de l’un au moins des 
ensembles À, (k = 1, ..., n). 

La réunion des ensembles À4,, ..., À, se note: 


S — U A4. 
k=1 


$ 2] APPLICATIONS D'ENSEMBLES (1 


La notion de réunion d ensembles a un sens pour une famille 
infinie d’ensembles À, (4 — 1. 2,...,n....). La réunion d'une fa- 
mille infinie d'ensembles se note: 


S = U A}. 
k=1 
L'ensemble S est composé des éléments appartenant à l’un au 
moins des ensembles A, (4 = 1, 2, ...). 


Définition. On appelle intersection (produit) d'ensembles À, 
os = 1, 2,...) l'ensemble P tel que x € P six € A, pour tous les 


Aitienent ‘dit, l'intersection P est compose de tous les élé- 
ments communs aux ensembles À, (4 = 1, 2,...). 
L'intersection d'ensembles se note: 


P = n Az 
k=1 
si la famille est finie et 
P — ñ Ay 
h-1 


sinon. 
Exemple. Soient 4, l'ensemble des écoliers d'une classe et À, ce- 


lui des écolières. La réunion |} 4, = 4, |) 4, est l’ensemble des élè- 
k=1 


es: l'intersection de ces ensembles f Ar = 4; 4: = © est vide. 


k=1 
Les opérations ensemblistes possèdent les propriétés suivantes: 


AUB=BI) A, ANB=BfNA (commutativité); 
(4 UB)UC = A U(B UC), (associativité); 
A4 NBAC=AN(E 


B 

B = Nn ©) 

(B UJ C) = (A A De U(4 NC) (distributivité); 
AUB; B&AUB;: ANBEA; ANBEB;:; 
si AC B, alors À U B = BetAnNB— À. 

Le lecteur peut établir ces propriétés à titre d exercice. 


$ 2. Applications d’ensembles 


Soient donnés deux ensembles À et B. Supposons qu'à tout éle- 
ment x € À est associé un élément y € B. Désignons cette corres- 
pondance par la lettre f et le fait que l'élément x € À est associé 
par f à l'élément y € B, par y = f (x). 
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La correspondance f sera appelée application de l’ensemble 4 
dans l’ensemble B ou fonction de l’ensemble À dans l'ensemble B *). 
L'ensemble À s'appelle domaine de définition de la fonction y = f (x). 


Exemple. Soit À = {1,2,...,n,...} la suite naturelle, et soit 

B = {0. 1}. Une application, ou fonction, de À dans B peut être 
définie à l’aide de la formule suivante: 

EE 0 si x est pair, 

Rs DO ne (1) 

si x est impair. 


Supposons qu une fonction f (x) définie sur un ensemble À appli- 
que À dans un ensemble B. Le symbole f (4) désigne l’ensemble de 
tous les éléments de B qui sont les valeurs de la fonction f (x) pour 
au moins un x € À. On appellera f (A) l’ensemble des valeurs de la 
fonction f (x) sur À. Il est clair que f (4)C B. 

Si f (4) = B, c'est-à-dire que tout élément de B est une valeur de 
f (x) pour un x € À. on dit que f (x) applique À sur B. 

Si f (4) = Bet f (x)  f (x) quels quesoient z;,, x, € À, x, Æ 22, 
l'application f de À sur B est dite bijective. 

Dans ce cas, on peut définir sur l’ensemble B = } (A) une fonc- 
tion x — œ (y) en associant à tout élément y € B l'élément x € À 
tel que y = f (x). Cette fonction est dite réciproque. ou inverse, de 
f (x) et se note: x = (y) = f-! (y). Les fonctions y = f (x) et 
z = œ (y) sont alors dites réciproques l’une de l'autre. 


Exemple. L application (1) de la suite naturelle sur l'ensemble 
B = {0.1} n’est pas bijective; par contre si À = {{, 2}, la fonc- 
tion (1) applique À sur B — {0, 1} bijectivement. 


Définition. On dit que des ensembles À et B sont équipotents 
s’il existe une application bijective de À sur LB. 

L'équipotence de À et B se note par le symbole À — B. 

L’équipotence possède les propriétés suivantes: 

A = À (réflexivité): 

A = B entraine B= A (symétrie); 

A = B, B= C entraîne À — C (transitivité). 


Exemple. Soient À = {1., 2, .... n, .} la suite naturelle, 
B = {0, +1.—1. +2,92, .. + N.— N....} l'ensemble des 
entiers relatifs. Il est évident que Ac B. Mettons les éléments de À 
et B en correspondance bijective. À tout nombre impair 2% + 1 


*) Ce qui a été dit plus haut n’est pas une définition de la notion de fonc- 
tion. Nous n’avons fait que décrire cette notion en la comparant à d’autres no- 
tions équivalentes: les notions de correspondance, de règle. etc. 
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associons le nombre # de B ; à tout nombre pair 2m de À associons 
le nombre —m de B. Donc la fonction 


+ k six = 2k CO 
tt = | FRÈRES re 0, . : }, 
—mSsiz= im (m = 1, 2, ...) 


applique l'ensemble À sur l’ensemble B de façon bijective. Ainsi 
A B. 


$ 3. Ensembles dénombrables 


Désignons par Z, l’ensemble des nombres 1, 2, ..., nr et par Z 
la suite naturelle 1, 2, ... 


Définition. On dit qu un ensemble À est fini s’il existe un entier 
n tel que A-— 7, et infini, sinon. | 

Un ensemble À s'appelle dénombrable si A = T et non dénombrable 
s’il est infini et pas dénombrable. On dit que À est au plus dénombra- 
ble s'il est fini ou dénombrable. 


Définition. On appelle suite une fonction définie sur l'ensemble 7 
des entiers naturels et prenant ses valeurs dans un ensemble À. 

Soit n € Z; la valeur correspondante de la suite sera notée par 
Zn (Zn E A)et la suite z,, zs, . . ., Th. . . .. par {x,}. 


Théorème 1.1. Toule partie infinie E d'un ensemble dénombrable 
À est dénombrable. 

Démonstration. L'ensemble À étant dénombrable. il 
est possible d'établir une correspondance bijective entre ses éléments 
zet la suite naturelle 7 = {1, 2, ...}, c'est-à-dire qu'il est possible 
de numéroter les éléments de À. Donc À = {x,}. Soient n, le plus 
petit entier naturel tel que x, € E ; nr; > n, le plus petit entier na- 
turel tel que zh, € E, et ainsi de suite. Il s’ensuit que £ = {x,, }, 
k = 1, 2, ..., et que £ -— I, puisque £ est infini par hypothèse. 
En effet, la fonction f (4) = Tn, met Jet E en correspondance bijecti- 
ve. C.Q.F.D. 


Théorème 1.2. Soit {A,} une suite d’ensembles dénombrables; 
alors l’ensemble 


S = U A8 
h-=--1 


est 'dénombrable. En d'autres termes, une somme dénombrable d'ensem- 
bles dénombrables est un ensemble dénombrable. 

Démonstration. Chaque ensemble 4, étant dénombra- 
ble, ses éléments peuvent être numérotés et forment la suite 


Ant, dt, 2, 
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Composons le tableau suivant dont les lignes sont les éléments 
des ensembles À, : 


A;: x ‘x Pi X7 -.- 
FLE 

A>° OR RE 
PAR dl 

À; XŸ _XS Xi Xi 
J 

Af XÉ OX OX: x; 


Formons une suite avec les éléments de ce tableau pris dans 
l’ordre indiqué par les flèches: 


1 2 D 1] 3 
ds Doi ds des ae 


L 1” 
A chaque élément du tableau on assigne ainsi un certain rang (un 
numéro) dans cette suite. L'ensemble des éléments de ce tableau est 


donc dénombrable. Pour composer l’ensemble S avec cette suite, il 


faudra supprimer tous les éléments z déjà rencontrés. Donc S est 
une partie infinie d un ensemble dénombrable, une partie qui est 
dénombrable en vertu du théorème 1.1. C.Q.F.D. 


Théorème 1.3. L'ensemble des rationnels est dénombrable. 

Démonstration. Tout nombre rationnel positif r = p/q 
(p et q sont des entiers ours appartient à l’une au moins des 
familles À, (k — 1, 2, ...), où 


Le théorème précédent nous dit que l’ensemble S = |] À, des 
k=1 
nombres rationnels >> 0 sera aussi dénombrable. 
L'ensemble des nombres rationnels sera aussi dénombrable, puis- 
qu'il est composé des nombres rationnels positifs, négatifs et du 


zéro. C.Q.F.D. 
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Définition. On appelle développement décimal illimité une suite 
Godd» . . . de nombres entiers précédée du signe « + » ou « — », 
0La; LI, i = 1,2,...,et a, étant un entier > 0. 

On conviendra de séparer par une virgule la partie entière a, 
de la partie décimale. Si un développement est précédé du signe 
« — », on dira qu'il est négatif. Dans le cas contraire on dira qu'il 
est positif (le signe « + » sera généralement omis). 


Théorème 1.4. L'ensemble des développements décimaux illimités 
est non dénombrable. 

Démonstration. Montrons que déjà l'ensemble 4 des 
développements décimaux positifs est non dénombrable. Suppo- 
sons le contraire, c’est-à-dire que l’ensemble À est dénombrable. 
Cela veut dire que ces développements décimaux peuvent être tous 
numérotés et représentés par la suite: 


— nl ht1),(1) 
TZ! Eee LA 7 €; ad, . 


— n{2) hi2),(2) 
TZ —4, LT a, . 


Or, on peut exhiber un développement décimal illimité z=b,.b,b,.….. 
ne figurant pas dans cette suite. En effet, prenons un nombre b, ar- 
bitraire. le nombre b, a”, le nombre b, Æ af’, et ainsi de suite, 
le nombre b, Æ af". On obtient ainsi un développement décimal 
illimité ne figurant pas dans la suite indiquée (car b, a? pour 
tout n — 1, 2,...). Ceci contredit le fait que tous les développe- 
ments décimaux illimités positifs peuvent ètre numérotés. Cette 


contradiction prouve le théorème. 


CHAPITRE 2 


NOMBRES RÉELS ET COMPLEXES. 
ESPACES MÉTRIQUES 


$ 1. Notion de nombre réel 


On dira que tout développement décimal illimité représente un 
nombre réel. 


Etudions tout d'abord les développements décimaux positifs 
(chap. 1. $ 3). 
On dira qu'un développement décimal 


Z = pla. + ne - : (1) 


(O<La: LI; i=1. 2 ...; a, > 0 entier) est limité s’il existe 
un entier »r tel que tous les a; = 0 pour i > n. 
Un développement décimal limité sera représenté par 


TZ = Gp: + En (2) 


(on omet les zéros postérieurs à a,). 
En vertu de l'écriture décimale adoptée, le développement 
décimal limite (2) est un représentant du nombre rationnel 


ñn 
2, = a+ D a;107i (3) 
i=1 
Définition. Le nombre rationnel x, défini par la formule (3) sera 
appelé approximation n-ième par défaut du nombre réel (1) et le 
nombre rationnel *) 


Tn = Tn +10” (4) 


approzimalion n-ième par excès. 
Il est immédiat de voir que les nombres rationnels zx, croissent 
avec ñn: 


LED Lo 5: 


à l'inverse, les approximations par excès x, décroissent lorsque nr 
croît : 


Le ei 1: 


*) Les opérations sur les nombres rationnels sont supposées être connues. 
la formule (4) définit un nombre rationnel. 
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Définition. On dit qu'un nombre réel 
LL = Aprliloue 0 
est strictement supérieur à un nombre réel 
y = b,,b,b, ... 
s’il existe un indice r > 0 tel *) que 


Tn > Yn- (5) 
On note: r>y ou y < zx. 

Du fait que les approximations par défaut d un nombre x sont 
croissantes et les approximations par excès, décroissantes, il s'ensuit 
que si l'inégalité (5) est réalisée pour nr = n,, elle le sera pour tous 
les z > n,. Donc il est impossible que l’on ait simultanément x > y 


et x y. Ceci exprime que la règle de comparaison des nombres est 
correcte. 


Définition. On dit que deux nombres réels x et y sont égaux et 


on notera x — y si aucune des inégalités x > y ou y >zx nest 
possible. 


Montrons que par définition deux développements distincts 


TZ = Gps - . . et y = b,,b,b, . . . représentent le même nombre 
réel si et seulement si l’un d'eux est de la forme **) 


AprA1@2 + + + Ah (9) (6) 
et l’autre 


pride ee h —— 107: (7) 


En effet, les développements décimaux x et y ne vérifiant aucune 
des relations > y ou y > zx, pour tout rz on a 


Zn LYns Yn L En (8) 


Ces développements étant distincts, il existe un entier X tel que 


Go = by, A = by, ..., ap = br, mais a,  b;. Supposons par 
exemple que a; << b,. En vertu de (8), on a pour n = k 


Yh = Bobi - - + bn br L Go ee + On + 10 À = The 


Il s'ensuit que a, << b;, < a, + 1. La dernière inégalité n’est possi- 
ble que pour b, = a; + 1. Toujours en vertu de (8), pour r = 
= k LAÂ on a 


= -h-1 — . 
Yh+1 = Dorbs + + Db+1 Go +. . Anan+s + AO = 7,4, 


*) La formule (5) traduit une règle de comparaison des nombres rationnels 
connue du cours de mathématiques élémentaires. 


#**) La notation (6) exprime que le chiffre 9 se répète indéfiniment, c’est-à 
dire que a, = 9 pour nr > k. 


2—01289 
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d'où 
b10* + b,,,10%-1< a,10-* + ap4,107À-1  10-*-1 
ou, puisque bd, = a, + 1, 
9 + br+1< Anti. 
La dernière inégalité n’est possible que pour b,+, = 0. a,+, = 9. De 
façon analogue, pour #7 = k + 2 on déduit de (8) que 
Yh+e = Dods °  Opdy +10r+e L Go + + + AnAp+itn+e + 
AO -2 = zu, 
d'où 
by 10 + bis 10 + bise 10 
< an 10 + as, 10 FT Has, 102 + 102 
ou, puisque b, = a, + 1, b,+, = 0, a41 = 9, 
0 + buse < Ont. 


La dernière inégalité n'est possible que pour bn +2 = 
produisant les mêmes raisonnements pour nr — 
trouve que b, = 0, a, = 9 pour n > k. 

Donc les développements x et y s’écrivent respectivement sous 
les formes (6) et (7). C.Q.F.D. 


Ainsi, certains nombres rationnels ont deux développements 
décimaux illimitées équivalents. 


— 9. En 


aR+ 
a °.., on 


0, a 
k 


Exemple. Les développements décimaux 3,5 et 3,4 (9) sont égaux. 


Remarque. On démontre que tout nombre rationnel peut être 
représente soit par un développement décimal limité, soit par un 
développement décimal périodique illimité. À l'inverse, tout nom- 
bre irrationnel (c'est-à-dire un nombre réel non rationnel) se repre- 
sente par un développement décimal non périodique illimité. 

La règle de comparaison se généralise naturellement aux dévelop- 


pements décimaux négatifs. Soit x = — 4,4, ...an...(r < O0). 
Soient 
LTn = — Go: e « e ah Gus 10% Th = — lo e + e n° 


Une telle définition préserve la règle de comparaison des nombres 
réels (5). 

Montrons que la relation >> est transitive. c’est-à-dire que x > y, 
y > 3 entraine x > 3. 

En effet, de l'inégalité x > y il s’ensuit qu'il existe un entier », 
tel que pour 2 > ñn, on a z, > ÿh. De la deuxième inégalité y > 2z 
il résulte qu’il existe un entier », tel que pour n > 7, on a yh > 2,. 
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Pour r=> max {n,, n,} on a donc x, > y, > yn >2,. Ce qui 
exprime que x >Zz. 

Les définitions introduites transforment l'ensemble des réels en 
un ensemble ordonné en établissant entre deux quelconques de ses 
éléments x et y l’une des trois relations suivantes qui s’excluent 
mutuellement: > y, y x. x = y. 

Par définition. tout nombre réel x est justiciable de la double 
inégalité x, Liz... n = 0. 1, 2, ... 

Comme x, — x, = 10-", les nombres rationnels x, et x, sont 
des valeurs approchées à 10-" près de x (le premier par défaut, le 
second par excès). 

En faisant croître 7 on peut approcher x d'aussi près que l'on 


veut par excès et par défaut à l’aide des nombres rationnels x, et x. 


Théorème 2.1. Soient x << y des nombres réels. Il existe alors un 
nombre rationnel r tel que x <r< y. 

Démonstration. Comme x << y, il existe un n> 0 tel 
que z, << y,. où x, et y, sont les n-ièmes approximations par excès 
et par défaut de x et y respectivement. Pour le nombre rationnel 
r = (z, + y,) 2 on a de toute évidence << x, <r<Ly, L y. 
Donc r<r<y. C.Q.F.D. 


Théorème 2.2. L'ensemble des réels n'est pas dénombrable. 
Démonstration. Au chap. { on a montré (théorème 1.4) 
que l'ensemble des développements décimaux illimités est non 
dénombrable. Mais on a signalé plus haut 
que certains nombres rationnels pouvaient __,  ,  _, , 


être représentés par deux développements 0 EE MM 
décimaux illimités équivalents. Si l’on éli- 
mine l'un de ces développements. chaque Fig. Î. 


nombre réel sera représenté par un seul 
développement décimal illimité. L'ensemble des développements 
décimaux éliminés est au plus dénombrable (puisque l’ensemble 
des nombres rationnels est dénombrable en vertu du théorème 
1.3). Donc. l’ensemble des réels est non dénombrable. C.Q.F.D. 
Etablissons une correspondance biunivoque entre les nombres 
réels et les points de la droite. Soient une droite et deux points O 
et £ distincts sur cette droite (fig. 1). Appelons le point O origine 
et le segment [OE] segment unité. Associons au point © le nombre 
0,(0), appelé zéro. A tout point M de la droite OE associons un 
certain nombre réel, c’est-à-dire un développement décimal illimité 


Er 54 = oil e + ee Zn e « en 


correspondant aujpoint M. 
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Supposons que le point Æ est situé à droite de O. On ne considé- 
rera que les points AJ situés à droite de O, puisque aux points situés 
à gauche de © correspondront des nombres réels strictement négatifs 
dont les chiffres a,. &, a+, . . . se définissent comme pour les points 
situés à droite de ©. Posons le nombre a, égal au plus grand nombre 
de segments [OE] contenus dans le segment [Of]. Si[OË]est aliquote 
de [OM], on convient que x = a,. (0). Si IOE] = a, [OM] + [M,MI 
où [M,M] << IOETÏ, on définit a, comme le plus grand nombre de 
segments [OE,] — ÿ (0E] contenus dans le segment [M,f]. Si 
[OE,] est aliquote de [M,MI], on convient que x = a, a, (0). Si 
l'on obtient un reste [1,11]. on définit a, en comparant [W,M] 
: 1 1 
à [OE,] = Ù [OE,] = TT [OE]. 

En poursuivant cette procédure, on obtient le développement 
décimal illimité x = a,,4,a:, . .. correspondant au point A. 

Donc, à tout point M de la droite est associé un certain nombre 
réel et en outre (ce qu on vérifie sans peine) à des points M” et M” 
distincts correspondent des nombres réels x’ et x” distincts (non 
égaux entre eux). 

__ Montrons maintenant que tout nombre réel x est l'image d'un 
point M de la droite OE par la correspondance construite plus haut. 

Utilisons à cet effet l’axiome de Cantor: pour toute suite [M,M;l, 
n—1Â, 2. ..., de segments emboités ([M,:MA41l € IM,MSD) 
il existe au moins un point M appartenant à tous les segments [M,M,;]. 

Soient Z = &p,4,aa . . . un nombre réel arbitraire (positif pour 
fixer les idées), x, = @,,4 ...4,., 7, = @&o.&...a, + 10-7 ses 
n-ièmes approximations par défaut et par excès. L'ensemble des 
réels étant ordonné, on a 7, < TT. 


Le nombre rationnel zx, = a,,a;,... a, est associé à un point M, 
de la droite OËE, défini par la condition suivante: 


(OM1= 06 10E1+ a I0E)+ + an (OE. 


De façon exactement analogue, le nombre rationnel x, est associé 
à un point Af; de la droite OE. Les segments [M,M;] sont emboîtés, 
puisque Th LTn+1LTn+1 L Tr. L'’axiome de Cantor nous dit 
qu’il existe un point M appartenant à tous les segments [M,M;] 
(n = 1,2,...). L'image du point A7 par la correspondance construi- 
te plus haut est précisément le nombre réel choisi x = a,,ajas, . .. 

Nous avons ainsi établi une correspondance biunivoque entre 
l’ensemble des nombres réels et celui des points de la droite. 

Il est évident que l’image du point © est le nombre 0 et celle 
du point E, le nombre 1 = 1, (0). 
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$ 2. Opérations arithmétiques 
sur les nombres réels 


On appelle somme x + y de deux nombres réels z et y un nombre 
réel z tel que pour tout # l'on a 


Th + Yan LIL In + Yn (1) 


OÙ Zn, Ynr Tn et Yn Sont les approximations n-ièmes par défaut 2t 
par excès respectivement de x et y. Il est immédiat de s'assurer qu’il 
n'existe qu'un seul nombre z vérifiant la double inégalité (1). 

On appelle produit xy de nombres réels x > 0 et y > 0 un nombre 
réel z tel que pour tout 7» l’on a 


TSI Loln: 


De même que la somme, le produit est unique. 

Une fois l'addition et la multiplication définies, on introduit 
les opérations inverses: la soustraction et la division, ainsi que les 
opérations sur les nombres << 0. Ces opérations sont bien étudiées 
au secondaire. 

Enumérons les principales propriétés des opérations sur les nom- 
bres réels. 

Pour tous nombres réels a, b et c on a les assertions suivantes. 

1° Dea>œbet b>c il s'ensuit que a > c (transitivité de la 
relation >> ); si a — b et b = c, alors a = c (transitivité de la 


relation —=). 
2a+b=b+a. 
3 (a +b)+c=a+(b + c). 
49 a +0 = a. 
2° a +(—a) = 
6° ab = ba. 
79 (ab) c = a (bc) 
8° a-1 = a. 
9 a+ = 1 (a 0). 


10° (a + b) c = ac + bc. 
119 Sia > b, alosa+c>b+ce. 
12° Sia>bet c > 0, alors ac > bc. 


$S 3. Parties bornées de l’ensemble 
des nombres réels 


Soient R l’ensemble des réels, À une partie de R: AG KR. 


Définition. On dit que l’ensemble AC KR est borné supérieurement 
ou majoré (resp. borné inférieurement ou minoré) s'il existe un nom- 
bre réel z,, (resp. x,,) tel que pour tout a € À l'on ait 


a ty (resp. Tn <a). 
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Les nombres zx, et x, sont respectivement un majorant et un mino- 
rant de l'ensemble À. 


Définition. On dit que l’ensemble AC R est borné s'il est majoré 
et minoré. 


Exemples. 1. À = {1,2...., nr}. Pour minorant x,, on peut pren- 
dre tout nombre réel < 1 et pour majorant xz,,. tout nombre > n. 

2. Soit À un ensemble de nombres réels vérifiant la double iné- 
galité a << x << b. Cet ensemble s'appelle intervalle ouvert et se note 
A=la.,bl.Icirz,<aetzry> b. 

3. Un ensemble À de nombres réels défini par les conditions 
a<Z r< b s'appelle intervalle fermé (ou segment) et se note [a. bl]. 
Ici aussi À a, Ty > b. 

4. Si un ensemble À est défini par les conditions a zx << b 
(resp. a < z< b), on l'appelle intervalle ouvert à droite (resp. à gau- 
che) et on le note [a. bl (resp. la, b].) . Ici x, et z,, sont les mêmes 
que dans l'exemple 3 


Définition. On appelle borne supérieure (resp. inférieure) d'un 
ensemble À majoré (resp. minoré) le plus petit des majorants (resp. 
le plus grand des minorants) de À s'il existe. 

La borne supérieure est notée sup À. la borne inférieure, inf À. 


Prouvons la proposition suivante (qui peut être adoptée pour 
définition de la borne supérieure (resp. inférieure)). 

Pour qu'un nombre x,; (resp. x») soit borne supérieure (resp. 
inférieure) d'un ensemble majoré (resp. minoré) À. il est nécessaire et 
suffisant que 

1) pour tout nombre a € À l'on ait a xy (resp. rm < a); 

2) si x’ Lt;r (resp. x’ >> x), il existe un élément a’ € À tel que 
a > zx" (resp. a <T'). 

Soit zx, la borne supérieure de l'ensemble À. Par définition de 
la borne supérieure, pour tout nombre a € À on a a xz;. 

Soit x’ < zy. Il existe alors un élément a’ € À tel que a” > x”, 
sinon pour tous les éléments a € À on aurait a zx’ et la borne 
supérieure z,; de À ne serait plus le plus petit majorant (le majo- 
rant z zx). 

Réciproquement, si les conditions 1 et 2 sont satisfaites. le 
nombre z,, sera un majorant en vertu de 1 et le plus petit majorant 
en vertu de 2. 

Mutatis mutandis on démontre ces assertions pour la borne in- 
férieure. 


Remarque. Dans les assertions ci-dessus, la condition 2 peut 
être remplacée par la suivante: pour tout € >> 0 il existe un élément 
a’ E À tel que a > zy — &e (resp. a <r, +e). 
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Pour s'en assurer il suffit de poser zy — zx’ = e (resp. zx’ — 
— Im = Ë). 

Les bornes d'un ensemble À peuvent lui appartenir ou non. 

Si, par exemple, À est l'intervalle] a. bl. on a inf A =aéAet 
sup A = bE À. 

Si À est l'intervalle semi-ouvert [a, bl, alors inf À = a € À, 
sup À = b 6 À. 


Théorème 2.3. Soit À une partie non vide de l'ensemble des nom- 
bres réels. Si À est majoré. il admet une borne supérieure sup À. S'il 
est minoré, il admet une borne inférieure inf À. 

Démonstration. Prouvons seulement la première pro- 
position de ce théorème, la deuxième s’établissant par analogie 
multatis mutandis. Par souci de simplicité on admettra que l’ensem- 
ble À contient des nombres positifs. L'ensemble À étant majoré et 
contenant des nombres positifs. on peut exhiber un entier n,>0 
tel que 1)a << n, + 1 pour tout a € A; 2) il existe un a° € À tel 
que a > lo: 

Partageons l'intervalle [n,, nr, + 1l en 10 parties égales à l’aide 
des points ñ0, 1; Ro, 23 -..; Ro. 9. Choisissons un nombre n, (0< 
< nr L 9) tel que 1)a L n,. nr, + 10-! pour tout a € À, 2) il existe 
un a € À tel que a’ > n,.m. 

Partageons maintenant l'intervalle [n,.n;; non, — 10! en 
10 parties égales à l'aide des points n,.n41; ñnon2: . . .; Ro 9. 

Choisissons un nombre n, (0 n, < 9) tel que 1) a < nor, -+ 
+ 10-° pour tout a € À. 2) il existe un a” € À tel que a > non. 

En poursuivant cette procédure on trouve que pour tout À — 
= {,2,...il existe un n, (0< nr, < 9) tel que |) 


a lof... nn + 10, (1) 
pour tout a € A. 2) il existe un a € À tel que a >> no . - . y. 
Considérons le nombre réel zx = n,.n;,n, . .. ny . .. Prouvons 


que Zz = Sup À. 

Il suffit pour cela de montrer que 1) a zx pour tout a € À, 
2) si x’ << zx. il existe un a’ € À tel que a > x. 

Supposons que la proposition 1) est mise en défaut. Il existe alors 
un a € À tel que a > x. Comme a > x, on peut exhiber une k-ième 
approximation par défaut a, du nombre a telle que a, > x, (x, est 
la k-ième approximation par excès de x) et ax a; > zx = 
= Nolt...nn + 10-*#. Or la dernière inégalité contredit (1). Ce qui 
prouve la première proposition. 

Soit x' << x. Il existe alors un # tel que z, > x. Par construction 
du nombre x, il existe un a” € À tel que a’ > z,. Ainsi a > x > 


> zx > zx et a > x’. Donc, la deuxième proposition a également 
lieu. C.Q.F.D. 
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$ 4. Complétude de l’ensemble 
des nombres réels 


En «élargissant » l'ensemble des nombres rationnels à celui 
des nombres réels, on a obtenu un ensemble plus puissant. 

En effet, l’ensemble des nombres rationnels est dénombrable 
(théorème 1.3), tandis que celui des réels est non dénombrable 
(théorème 2.2). 

On a le 


Théorème 2.4 (Dedekind). Soient À et B deux ensembles de nom- 
bres réels tels que 

a) tout nombre réel x appartient à À ou à B; 

b) À et B ne sont pas vides; 

c) si a€ A et bEB, alors a << b. 

Il existe alors un nombre réel c et un seul tel que a c pour tous 
les a € À et b> c pour tous les bE B, et ce nombre sera ou bien le 
plus grand dans À, ou bien le plus petit dans B. 

Démonstration. À et B ne sont pas vides, donc tout 
élément de B est un majorant de À ; tout élément de À est un mino- 
rant de B. Le théorème 2.3 affirme l'existence de sup À et inf B. 

Montrons que sup À = inf B. Il est clair que sup À < inf B. Si 
sup À << inf BP, il existe un nombre réel x tel que 


sup A <z<inf B! 


Ce nombre x n’appartient ni à À ni à B, ce qui contredit la condi- 
tion a). Donc, sup À = inf B. En désignant sup 4 = inf B=c, 
on obtient 


a sup A=c=inf B<b 


pour tout a € À et tout b € B. Ceci prouve l’existence du nombre c. 
On remarquera que c appartient soit à À. soit à B (d’après la 
condition a)), car ces ensembles sont disjoints (d'après la condition c)). 
Si c € À, il sera le plus grand dans À, puisque c — sup 4.SicE€ 
€ B, il sera le plus petit dans B, puisque c = inf B. 

Montrons que le nombre c du théorème est unique. Supposons 
par absurde qu’il existe deux nombres, c et c” (c << c’), vérifiant les 
conditions du théorème. Choisissons un nombre x telquec<<r< ce. 
De l’inégalité x << c’ il s'ensuit que x € À et de zx > c, que x € B. 
Cette contradiction avec la conditionc) prouvel’unicité dec.C.Q.F.D. 


Le théorème de Dedekind a trait à la complétude de l’ensemble 
des nombresréels pour les relations d'ordre: cet ensemble ne contient 
pas de « vides ». 
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Exemple. Partageons l’ensemble des nombres rationnels en deux 
ensembles À et B disjoints non vides à l’aide des relations 


zEA si 2< V2, 
zEB si z> V2. 


Montrons que V2 est irrationnel. En effet, si par absurde V 2 — 
— m'n, où m et n sont des entiers irréductibles, on aurait m° = 2n°. 
D'où il s’ensuivrait que m et, par suite, » sont des nombres pairs. 
Ce qui contredit l’irréductibilité de la fraction m/n. Donc V 2 est 
rationnel. 

Montrons que l’ensemble À n’a pas de plus grand élément. En 
effet. soit x > 0 un élément de 4 ; alors x° << 2 (nous venons tout 
juste de voir que l'égalité x° — 2 était impossible pour un «x ra- 
tionnel). 

Choisissons un nombre rationnel & > O0 tel que (x + e)° << 2. 

Supposons que & <T 1. Alors 


(x + €) = 2° + Dre + e Li + Dre +e. 
Si 
D2— r° 
2z2+1 J ° 


e<T min {1, 


on aura l'inégalité (x + e)* << 2. On a ainsi trouvé un nombre ra- 
tionnel x° = zx + e >> x appartenant à l’ensemble À. Donc À ne 
contient pas de plus grand élément rationnel. 

On démontre de façon analogue que l'ensemble B ne contient 
pas de plus petit élément rationnel. 


$ 95. Nombres complexes 


On appelle nombre complexe z un couple ordonné (x, y) de nom- 
bres réels z et y (ou le vecteur (x, y)). 

Deux nombres complexes 2, — (x,, y,) et 2Z: — (x2, y+) sont 
égaux si et seulement si x, — x, et y, — y2. 

La somme et le produit des nombres complexes :, — (x;, y,) 
et z: — (22, y.) Sont définis respectivement par les relations 


Z1 + 20 = (Zi + Lors Ya + Ye), (1) 
22e = (AiTe — Yiÿos TiYe + To). 


L 


De ces formules il s'ensuit, en particulier, que 
(Z1s 0) + (Zos 0) = (m1 + Ta 0), 
(x, 0) (Z1 ya) — (xx, TY1); 


en d’autres termes, la somme de nombres complexes de la forme 
(x, 0) est un nombre de la mème forme; quant à la multiplication 
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par un nombre de la forme (x, 0), elle se ramène à la multiplication 
du vecteur (r,. y,) par le nombre réel x. 

On peut ainsi identifier un nombre complexe de la forme (x, 0) 
au nombre réel r : (r. 0) = r. Donc. l’ensemble des réels est inclus 
dans celui des complexes. 

Posons i — (0, 1). En vertu de ({) 


Ë = (0, 1) (0, 1) = (—1, 0) — —1, i.e. à — — 1. 
Tout nombre complexe z peut être écrit sous la forme 
= y=(mOD+0yp=r+-iy (E=—1). 


Le nombre x s'appelle partie réelle du nombre complexe z et se 
note Re :. le nombre y, partie imaginaire de z et se note Im z. 
Les formules (1) peuvent maintenant être écrites sous la forme: 


(ri + yo) + (re + Üÿe) = (di + Te) + E (Yi + Yo) 
(1 + iÿa) (re + ge) = (Arte — YiYa) + Ë (iÿe + Toÿi). 
Il est immédiat de vérifier que l'addition et la multiplication 
possèdent les propriétés suivantes: 
1° + 2% = 2 + 4; 
2° (21 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23); 
3° z, + 0 = :, où O0 = 0 + i0; 


+ (UÙ,; 
49 2 + (—2) = 0, où z:=r +iy, —2= — x — iy; 
D 2i2u Dar 
GO (2132) 23 — 21 (2:23); 
1iapel eZ: 
TS 1 x : y _ L 
8 2—= 1, ou ER LE TEE TI et 20; 
9° (+ 22) 23 = 2123 + 2023. 


Le nombre z — x — iys ‘appelle conjugué complexe de 2 = x + iy. 
Il est évident que 21 + 3 9 — — 2; + 22° Z152 — Z122- 


Le nombre réel | z | — V2 — V x? + y* s'appelle module de z. 

On vérifie sans peine que | 2, + 2: | | 2 | — | 2 |. 

Soit z—x+iy #0, c'est-à-dire que 1° + y* > 0. En dési- 
gnant par œ l'un des angles vérifiant la condition 


z y 


Zu = COS, ———— sin 
V'r+9* Ve rs ù 
(l'angle o est défini à 2kx pres), on obtient 
z=z2z+iy = |2|(cos g + i sin ). (2) 


Cette formule est la forme trigonométrique du nombre complexe z *). 
L'angle œ s'appelle argument de z et se note Arg z 


*) Si = = 0, la formule (2) est valable pour tout œ. 
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Siz = [3 | (cos p + à sin p;), 2: — | 22 | (COS Pa + à sin 2), 
alors 


2152 = |A | 12 | ((cos q, cos : — sin q, sin q2) + 
+ à (Sin , COS Ps + Sin Pe COS P1)) = 
= [2112 | (cos (qi + 2) + à sin (1 + 2). 
D'où il s'ensuit 
[Z1%e | = [211131  Arg (22) = Arg z, + Arg 2, 


autrement dit. si l’on multiplie des nombres complexes, leurs modu- 
les se multiplient et leurs arguments s'ajoutent. 
Donc 


(cos ç + i sin p)" = cos nç + i sin no. 


Cette formule s'appelle formule de Moivre. 


$ 6. Espaces métriques 
1. Notion d'espace métrique. 


Définition. On dit qu un ensemble X d'éléments (de points) 
x est un espace métrique si à tout couple de points x,, r, est associé 
un nombre réel positif p (r,. r.). appelé distance de r, à r,, tel que 
soient remplies les conditions suivantes (axiomes) : 

19 p(x,. r:)> 0, l'égalité n'étant réalisée que pour r, = r:; 

29 p (ti: T2) = P (2: a) pour tous r,. r, EX; 

39 Pp (rs. Ta) LP (Lx Le) + P (Ts, T3) pour tous r;, re, za € X 
(inégalité du triangle). 


Exemples. 1. Soit X l'ensemble des réels. Posons p (r1, r:) — 
= |r, — x, |. Il est immédiat de voir que les conditions 1° à 3° sont 
remplies. L'ensemble des réels se transforme donc en espace métrique. 

2. L'ensemble C des nombres complexes peut être aussi regardé 
comme un espace métrique si l'on pose 


D (19 22) = | 31 — 2e | (21 3e € C). 


On s'assure sans peine que les conditions 1° à 3° sont aussi réali- 
sées. 


2. Espace vectoriel euclidien E,. On appelle vecteur (ou point) 
un n-uple ordonné x = {xr,, ..., r,} de n nombres réels. 

Les nombres r,. .... r, s'appellent coordonnées, ou composantes, 
du vecteur x. 

Deux vecteurs x = {r,, .... r,} et y — {y,, ... y,} sont dits 
égaux si et seulement si x; = y,4, . .., Tn —= ÿn. 
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L’addition de vecteurs et la multiplication d’un vecteur par 
un réel À se définissent comme suit: 


{za ... La} nc {Ya .... Yn} = {D hyp...ln + Un} (1) 
À Élus se Zn = Are... A). 


Il est immédiat de vérifier que quels que soient les vecteurs x, y,z 
et les nombres réels 2. u, les opérations (1) jouissent des propriétés 
suivantes: 

Lox+y=y+ x; 

2° (x+y+z=x+(y +2); 

3x +0= x, où 0 = {0....,0}*); 

40 x +(—x)=0,oùx ={r,,...,rn}, —x={—2,...,—21} 

5° IL x: 

6° À (ux) = (Au) x; 

1 (A +u)x = Àx —+— ux; 

8° A(x + y) = Àx + Av. 

L'ensemble de tous les vecteurs muni des opérations (1) s'appelle 
espace vectoriel et se note E,. Le nombre n est la dimension de E,. 

On dit que des vecteurs x,, . . ., x, sont linéairement dépendants 
s'il existe des nombres réels À,, . .., À, non tous nuls tels que 


Mixtes. + Axs = 0. 


Dans le cas contraire, les vecteurs x,, . . ., x, s'appellent linéaire- 
ment indépendants. 

Tout ensemble de » vecteurs linéairement indépendants s'appelle 
base de l’espace E,. 

Ainsi les vecteurs e, — {1, 0,...,0}, e, = {0,1,...,0}, ... 


ss En = {0. 0,..., 1} forment une base de E,.. 

En effet. puisque Àe, + ...<+A,e, — {À,,...,À,}, de l’éga- 
lité Àe, + ...+A,e, — 0 il s'ensuit que A = ...— À, = 0, 
c'est-à-dire que les vecteurs e,, . .., e, sont linéairement indépen- 
dants. 


Il est évident que pour tout vecteur x = {r,, ..., x,}on a 
X = Ze +e.e + Tnene 
Munissons l’espace vectoriel E, du produit scalaire des vecteurs 
X = {x ..., Zn}. Y = {y1 - .- .. y,} en le définissant comme le 
nombre réel calculé d’après la règle suivante: 


n 


me, Met... +ans avr (2) 


On constate sans peine que. quels que soient les vecteurs x, y, z 
et le nombre réel À, on a les relations suivantes: 


*) L'élément {0, . ., 0} sera noté comme le nombre 0. 
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19 (x y) = (y. x); 

2° (x + y, z) = (x. 2) + (Y, 2); 

3° (ax, y) = À (x, y): 

49 (0, 0) — 0: (x. x) > 0 si x Æ 0. 

L'espace vectoriel £, muni du produit scalaire (2) s'appelle 
espace vectoriel euclidien. 

Pour tout couple de vecteur x, y € E,, on a l'inégalité de Cau- 
chy-Bouniakovski 


(x 3) < (x, x) (3, »): (3) 
Par rapport aux composantes, cette inégalité s'écrit: 
n 9 n 


(È au) (TS 21) 2 y?) : 


1= 1 


Démonstration. Si x — 0, l'inégalité (3) est manifes- 
tement réalisée. Si x 0, alors (x, x) >0 et, en vertu de la proprié- 
té 4°, pour tout À réel 


(4x + y, Àx + y) > 0. (4) 


Grâce aux propriétés 1° à 3° du produit scalaire, on peut mettre 
l'inégalité (4) sous la forme 


A (x, x) + 22 (x, y) + (y, »)2> 0. (5) 


Le trinôme du second degré (5) étant positif, son discriminant doit 
satisfaire la condition 


(x, y) — (x, x) (7, M < 0. 
Cette inégalité est équivalente à (3). 


n 
Le nombre réel | x|=Y(x, x) = V Ÿ' x4 s'appelle module, ou 
1 


i 


longueur, ou encore norme du vecteur x = {x,, . .., zh}. 
Vu que (x, x) — | x l?, (y, y) = | yl*, l'inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski (3) peut encore s'écrire 
(x M 'ISIxXITY IE (6) 


De l'inégalité (6) il s'ensuit que pour des vecteurs x et y non nuls 


is rs: 


TS [xl Iyl 


Il existe donc un nombre œ € [0, x] tel que 
(x, y) 
[xl 1ÿ1 
Le nombre s'appelle angle des vecteurs non nuls x et y. 


COS ® = 
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Pour tous x. vE Æ, et tout nombre réel À. on a les relations 
suivantes : 


19 10 | — Ho pour x # (): 
29 [Ax|=IAIIx]; 
8 |x+yI<IxX|+]yl|. 


Les relations 1° et 2° découlent directement de la définition de la 
longueur d'un vecteur. 

Prouvons l'inégalité 3°. L'inégalité de Cauchy-Bouniakovski 
nous permet d écrire 


Ix+yl = (x +y, x + y) = (KX x) + 2(x y) + (y, 3) < 
ZIxF+2IxlIyl+lyl= (xl + y D}. 


Cette inégalité est équivalente à la relation 3°. 
Définissons enfin la distance de deux points x, y € E, en posant 


p(x, >)=1x—5yl= V 2 (x: — yi)?, 


OU NS Es se ta = (die es ve 

Montrons que la “fonction 0 (X, y) satisfait à à tous les axiomes de 
l'espace métrique. La réalisation des axiomes 1° et 2° est évidente. 
Vérifions l'axiome 3° (l'inégalité du triangle). En vertu de l’axio- 
me 3° relatif à la norme d un vecteur on a 


px, z)=Ix—-2z|[—=|(X— y) + (5 —-2) 1< 
LIx—yI+Iry—-zl=p(x y) + p (y, 2). 


L'espace euclidien Æ£, se transforme donc en espace métrique. 
On appelle droite de l’espace E, un ensemble de points de la 
forme 


X = X, — ta (a = O), (7) 


OÙ —00 TI <L + 
En écriture ue l'équation (7) devient 


Zi= toi rta(i-i,...,n). 


OÙ NN — PT res Tohs Ko is es uk à — fa, su An}: 
On appelle segment reliant les points a et b l'ensemble des points 
de la forme 


x = a (1 —t) + bi, 
où OSI< 1. 
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3. Ensembles dans un espace métrique X. 


Définition. On appelle boule ouverte de rayon & >> 0 et de centre 
rs l'ensemble O: (x) des points x € X tels que p (x. xs) << €. 
L'ensemble O, (x,) s'appelle aussi e-voisinage de xs. 


Définition. Un point x € X est un point limite (ou un point 
d'accumulation) d'un ensemble E & X si tout e-voisinage O.(x) de x 
contient au moins un point y € E distinct de x. 


Définition. Un point xEE< X qui n'est pas un point d’accu- 
mulation de E est dit isolé. 


Définition. Un ensemble £ & X s'appelle fermé s'il contient tous 
ses points d’accumulation. 


Définition. Un point x EE & X est un point intérieur de E s’il 
existe un e-voisinage de x tel que O, (2) CE. 


Définition. Un ensemble £ & X est dit ouvert si tous ses points 
sont intérieurs. 


Exemple. Soit X l’ensemble des réels muni d'une structure d es- 
pace métrique par la distance p (x,, x.) — | zx, — zx» |. Îl est évident 
que l'intervalle ]r, — €, x, + el est un e-voisinage du point x. 
Il est immédiat de vérifier que l'intervalle [a, b] est un ensemble 
fermé et l'intervalle Ja. bl, un ensemble ouvert. 


Théorème 2.5. Si x est un point intérieur d'un ensemble EC X, 
alors tout e-voisinage O, (x) de x contient une infinité de points de E. 
Démonstration. Supposons par absurde qu'il existe un 
e-voisinage O, (x) de x ne contenant qu un nombre fini de points de Æ 
distincts de x. Désignons ces points par y,. - ... y,. Il est évident 
que p(y;, x) > 0 (i — 1, ..., n) et par suite 
&= min {p(yr, 2)}> 0. 
Lin 
Le voisinage O:, (x) ne contient pas de points de E distincts de x, 


puisque p (y, to) > Eo (i = 1. .-.., n). Or ceci est impossible, 
car x est un point d'accumulation de E. C.Q.F.D. 


CHAPITRE 3 
SUITES ET SÉRIES NUMÉRIQUES 


$ {. Suites convergentes 


Par définition (chap. 1, $ 3) une suite {r,} est une fonction défi- 
nie sur un ensemble / d'entiers naturels et à valeurs dans un en- 
semble À. 

Dans ce chapitre nous étudierons les suites dont les valeurs x, 
sont des nombres réels. Ces suites sont dites numériques. 

Exemples. À. z, — _ c'est-à-dire que {x, } = (1,5, La 1, 7 : : 
L'ensemble des valeurs de cette suite est composé des nombres ration- 


{ < : 
nels de la forme —oùn est un entier naturel. 


2. zh = 1 — (— 1)", c'est-à-dire que {x,} = {2, 0, 2, 0, ...}. 
L'ensemble des valeurs est composé ici des nombres 0 et 2. 

3. x, — a est une suite constante. L'ensemble des valeurs de la 
suite {x,} est constitué du seul nombre (réel) a. 


Définition. On dit qu'une suite {x,} est convergente s'il existe 
un nombre x tel que pour tout e > O0 on peut exhiber un entier V — 
— N (€) tel que pour tous les r > N 


IT =tr|<e (1) 


Le nombre r s'appelle limite de la suite {x,}. On dit que la suite x, 
converge vers le nombre x et on écrit lim zx, = x ou encore 


A — 00 
Th — JT. 


Une suite non convergente est dite divergente. 
Ainsi, par définition, un nombre x est la limite d’une suite {r,} 
si pour nr >> {4 (e) on a l'inégalité (1) ou ce qui est équivalent 


T—E<LTn Lrt+e. 


En d'autres termes, pour nr > N (e) tous les termes de la suite 
sont contenus dans l'intervalle ]r — &, x + el appelé e-voisinage du 
point x. 

Donc, un nombre x est limite d’une suite {x,} si pour tout e > 0 
on peut exhiber un entier V — N (e) tel que pour nr > AN tous les 
termes de la suite sont situés dans un e-voisinage du point x. 
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Exemples. 1. Soit x, — 2. Montrons que lim + —= 0. En 
effet, 


|zn —01—=+<e pour n>[<]+1*. 


Donc N (e) — [+] + 1 et la limite de cette suite est le nombre 0. 


2. Soit zx, — (—1)". Montrons que cette suite diverge. 
Supposons le contraire. Il existe alors un x tel que pour nr > N (e) 
on a l'inégalité 


[tn —tz|<e. (2) 
Si l'on prend € — 1/2, l'inégalité s'écrit 
|1—zx|<1/2 
pour tout r >> (1/2) pair, et 


[—1—zx|<1/2 


pour tout n >> N (1/2) impair. Il est aisé de voir qu'il n'existe 
pas de nombre zx satisfaisant simultanément ces deux inégalités. 
Ceci exprime que la suite {x,} — {(—1)"} ne possède pas de limite, 
c'est-à-dire diverge. 


Théorème 3.1. Toule suite convergente ne possède qu'une seule 
limite. 

Démonstration. Supposons que la suite {r,} admet au 
moins deux limites x et x” distinctes. Par définition de la limite, 
pour tout e >> 0 il existe des entiers N (e) et N° (e) tels que | rx, — 
—1| <e pou n > N(e)et]|r, — x'| Le pour nr > N'(e). Pre- 
nons € = | x” — r|/2. Pour n > max {N (e), N° (e)} on a simulta- 
nément 

[tn—ti<lz — 2/2, [zx —z |<1z — zx /|/2. 
D'où il s'ensuit que 

| —x|= 2 — zx +z —z|<|a —r l+< le — rl < 
le = rl 
Cette contradiction prouve le théorème. 

Définition. On dit qu'une suite {xz,} est bornée s'il existe un 
M >> 0 tel que pour tout non a | x, | < 1. 

Dans le cas contraire la suite est illimitée. 

Une suite {r,} est donc bornée si l'ensemble de ses valeurs l’est. 


*) Le symbole [x] désigne la partie entière de zx, c’est-à-dire le plus grand 
entier n vérifiant l'inégalité n < x. 


3—01289 
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Théorème 3.2. Toute suite convergente est bornée. 

Démonstration. Soit {zr,} une suite convergeant vers x. 
Choisissons & > 0 arbitrairement. Par définition de la limite d’une 
suite, il existe un entier V tel que pour tout z >" l'on a 
]zn —z|<e, d'où il résulte que |, IS || + 1x, — x | 
<|rz|+epournr > AN. 

Posons M = max {[z|+e, [2 |, ze |, ..., [xx |}. Il est 
évident que pour tout non a | x, | M. La suite {r,} est donc bor- 
née. C.Q.F.D. 


Remarque. Les exemples montrent que le fait qu'une suite est 
bornée n'implique pas sa convergence. Ainsi la suite zx, = (—1)" est 
bornée mais ne converge pas. 


Exemple. Soit x, = g". Si |gi<A, alors lim x, — 0. 


En effet, si 0e <1,ona … 
n _f_loge | 
g'i<e pourn>N=[--]+1: 


sie>1, on a |g* | Le pour n > N — 1. (On s’est servi ici de 
l'inégalité log | qg | < 0 pour |q | < 1.) 
Si g=1, il est évident que lim zx, =1. 


n— © 

Si g = — 1, la suite x, — (—1)" diverge (cf. exemple 2 ci- 
dessus). 

Si |gl > 1, la suite diverge, puisqu'elle n’est pas bornée (cf. théo- 
rème 3.2). En effet, soit M => 0 un nombre arbitraire. Alors | zx, | > 
> M sir > ET |] + 1. (On s’est servi ici de l'inégalité 
log 1|g1=>0 pour |g|> 1.) 


Donc 
O si [gl < 1, 
limg'=4 1 siq—1, 
dé n'existe pas si g— —1 ou [g|:> 1. 


$ 2. Propriétés élémentaires 
des séries convergentes 


Soient {r,} et {y,} deux suites. 


Définition. On appelle somme, différence, produit et quotient de 
deux suites {xr,} et {y,} les suites respectives suivantes: 


{Zn FYn}, {Zn —Yn}, {ThYn} {2}. 


Dans le dernier cas on admet que y, #0 (n = 1, 2, ...). 
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Théorème 3.3. Si les suites {x,} et {y,} convergent respectivement 
vers x et y, les suites 


{exA} (c=const), {ty + yn}, {ZnUn}, (=) 


convergent aussi et 
a) 2 Cän=C | lim Ti =Cr: 


b) Vin Ga +y,)— lim x, + limy=zHy: 
c) lim (ZnYn) = lim 2. 20 n ÿn = = y : : 


d) ne (yÆ0 £ 0) 
ne Un Jin y ÿ » Un L 


Démonstra + ion. Prouvons a) en se servant de la défini- 
tion de la limite. Soit £ > 0 un nombre arbitraire. Prenons €, — 
= €/|c| (sic— 0, la proposition a) est évidente). Il existe un entier 
N = N (e,) tel que x, — xl < e, pour n > N. Donc [cz — cz, | = 
= |[c|1z, —z|<e pour nr > AN. Et, par suite, lim cr, = cz. 

n +00 
Ce qui prouve a). 

Prouvons b). Etant donné un e > 0 arbitraire, trouvons des 
entiers {V, (e/2) et W, (e/2) tels que |xz, — x| << e/2pourn>N,(e/2) 
et [y, —yl|<e2 pour r>N,(e/2). Posons  (e) = 
= max {W, (el), N, (e/2)}. Pour n > N (e) on a alors 


(En Æ Yn)— (5 Æ DIS En 21 + ny << +Sse 


Ce qui prouve b). 

Etablissons la proposition c). La suite {y,} étant convergente, le 
théorème affirme qu'il existe un nombre M >> O0 tel que |y, | << M 
pour nr = 1, 2, ... En augmentant au besoin le nombre , on fait 
en sorte que | zx | M. 

Pour tout e > O cherchons des entiers NW, (e/2M) et à, (e/2M) 
tels que | zx, — x | << e/2M pour nr > N, (e/2M) et |ys —y | << 
< e/2M pour n > N, (e/2M). En posant N (e) = max {N, (e/2M), 
N, (e/2M)} on obtient 


lTnYÿn — TY | = | TnYÿn — TYÿn + TYÿn — Ty | 
£ e 
<ltn —Z|Iyn + IzIlyn —yI<M+M = e 


pour nr > NV (e). Ce qui prouve c). 


Pour établir d) on prouvera d’abord que lim a = n Par 
. n 00 n 
définition de la limite, pour e = | y |/2, on peut exhiber un entier W, 


3* 
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tel que | y, — y| << |y|/2 pour n > N,. De là il s'ensuit que pour 
n> N, 

lYn = 1y + Gn —YIZlyl—lyn —vil> lyl — — htm 


Pour & >> 0 arbitraire, cherchons un entier W, tel que | y, — y | << 
<el|y[f/2 pour nr > N:. 
Posons NV (e) = max {W,, N.}. Pour n > AN (e), on a alors 


1 1 | Un — | 2 ly1° 
ED CD CD = mme — € = = 6: 
Un Ù  ynliul y 279 
Donc es 
n—+o ÿnñn y 


La proposition d) résulte de la formule c): 


lim = Jimzx, lim L = 
y y 


n—+00 n ñn—+00 no nn 


Ce qui prouve le théorème. 


Théorème 3.4. (Théorème de comparaison.) Soient données des 
suites {xr,}, {y,} et {z,}. Si 
à) Tn L'Yn (rESP. In > Yn) pour n > N, et si les suites {x,} et 
{yh} convergent, alors *) 
lim z, <1 lim Un (resp. Jim Zn > lim y); 
71—00 Hors 
b) 2, <LYnLZn pour n > N, et si les suiles {x,}et {z,} conver- 
gent vers une même limite, la suite {y,} converge aussi et de plus 
lim x, = lim y, — lim z,. 


nc n—+00 nn 


Démonstration. a) Soient limzr,—7, limy,—y. Suppo- 
n—+0 1100 
sons le contraire, c’est-à-dire que x > y. Les suites {x,} et {y,} 
étant convergentes, pour € — (r — y)/2 on peut exhiber des entiers 
Net N;telsque|z, — rx | << (x — y)/2pourn > N,et|yy, — yl< 
<< (x — y)/2 pour r> N,. En prenant N — max {N,, N.} on 
trouve que 


Tn— Un = (En — 2) —(Yn —y)+(z—-Yy)> 
> —Tn—2|—lyn—yl+(i-y) > — y) = 0 


pour r > V. Donc x, > y, pour n > N, ce qui contredit les hypo- 
thèses du théorème et prouve a). 


Z— 1 x 
= — 


dm 


*) Si zh << Yÿn: tout ce qu'on peut affirmer c’est que lin za < lim yn. 


Par exemple, z, = 0 << y, = J or limr, = limy, = 0. 
n — 00 no 
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b) Soient lim x, — lim z, =a. Pour tout e > 0 il existe alors des 


entiers V, et V, tels que | Tn — A |['e pour > Net |z, —a|< 
<e pour r>V,. Il s'ensuit, en particulier, que a — € 
<rnetz, La +epourn > N;—= max {W,, N,}. Par hypothèse, 
Cu pour n>{V=— max {N,, N.). 
Donc lim y, = a. C.Q.F.D 


Exemple. Montrons que nu (a => 0). 
Supposons que À, est tel que F ST. Pour ñn>N, on a 


alors — = et 


an aNogn-No aNo jp 4 \n-No 
<= mn on Nol (5) : 
N = 
Comme lim — (=) "90 (cf. l'exemple de la page 34), il 
n—+00 0 Lu 
vient lim 2==—0 en vertu de la proposition b) du théorème 3.4. 


n! 


n—+00 


Définition. On dit qu'une suite {z, } est croissante (resp. décroissan- 
le) Si Tn+12Z Zn (TeSP. Tn+1 Tn) pour n = 1, 2, 
Les suites croissantes et décroissantes sont dites monotones. 


Définition. On dit qu'une suite {x,} est strictement croissante 
(resp. strictement décroissante) si zn+1 >> Zn (TeSPp. Tn+1 << Ta) pour 
n = 1: 2,.:;: 


Les es strictement croissantes et strictement décroissantes 
sont dites strictement monotones. 


Théorème 3.5. Toute suite monotone bornée converge. 

Démonstration. Supposons que la suite {z,} est crois- 
sante, c'est-à-dire que zh+412> Zn, n = 1, 2, ... (si {z\} est décrois- 
sante, il faut envisager de toute évidence la suite {—z,} qui est 
croissante). La suite {zn) est bornée par hypothèse. Donc l’ensem- 
ble À de ses valeurs est borné. En vertu du théorème 2.3, l'ensemble 
À admet une borne supérieure sup À = x. On a x, < zx pour tous les 
n = 1, 2,..., et quel que soit e > O0, il existe un zx, € À tel que 
z—&<zn<zr. La monotonie de la suite {xr,} entraîne que 


pour n>N. Donc la suite {r,} converge et lim zx, = x. 
C.Q.F.D. 
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Exemple. Soit la suite {xr,} définie par les formules suivantes: 


m=i, œu=g(mt+=) (>0). (1) 


Pour n=2, 3, ...ona zx, >Va, puisque + (x ++) > Va, 


Vz> 0. 
La suite envisagée est décroissante pour n—2, 3, ..., puisque 


l'inégalité z,+1 — + (zn +)<zn, zh > 0, équivaut à l'inéga- 
lité r,>Va. 


La suite envisagée est donc décroissante et minorée (par Va). 
En vertu du théorème 3.5, elle admet une limite que l'on désignera 


par x. En passant à la limite dans l'égalité CARRE (an +=) 
n 


k 2 1 | a À a 
on trouve que lim z4 = g Ciné + me ] ou z—= g (z+ = ]- 


D'où il s'ensuit que z—-+ Va. Or, comme x, > Va, il en est 
de même de z = lim x,. Donc la suite envisagée converge et 
n—+®œ0 
lim x, = Va. 
n+00 
La procédure de calcul décrite par les formules (1) est utilisée 
pour l'extraction des racines sur les ordinateurs. Les formules (1) 


nous permettent de calculer Va avec n'importe quelle précision. 


$ 3. Suites infiniment petites. 
Suites convergeant vers oo 


Définition. On dit qu'une suite {x,} est infiniment petite si 
lim x, = 0 
n--00 
Il est évident que si zx, —x, alors y, — x, — x est une suite 
infiniment petite. Réciproquement, si x, = z + ÿh, Où y, est une 
suite infiniment petite, alors x, —x. 


Théorème 3.6. Le produit d’une suite bornée par une suite injini- 
ment petile est une suite infiniment petite. 

Démonstration. Soit {y,} une suite infiniment petite 
et soit {z,} une suite bornée. Il existe alors un M > 0 tel que 
|zn | M pour n = 1,2,... Pour tout € > 0 arbitrairement don- 


né, on peut exhiber un entier W tel que | y, | < e pour n > N. 
Pour la suite {r,y,} on a de toute évidence 


lrnÿn 1= ln llmi<M=e 
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pour n > {V. Donc x,y, — 0, c’est-à-dire que la suite {xr,y,} est 
infiniment petite. C.Q.F.D. 


Définition. Si pour tout nombre réel E >> 0 il existe un entier W 
tel que pour tout n > N: zx, > E (resp. x, << — E), on dit alors 
que la suite {z,} tend vers +oo (resp. —c) et l'on écrit 
lim zx = + o (resp. lim r, — — ) ou 
no fn 00 


Tn— + 0 (resp. Zn —> — oo). 


Remarque. Les suites dont lim |zxz, |— +o sont parfois 


+00 
appelées infiniment grandes et l’on note lim zx, — oo (le sym- 
fn — 00 


bole œ est utilisé sans signe). 
Théorème 3.7. Si lim |x,| = + et x, 0 pour n=1, 2, ..., 
ñn—+0 


alors {ur} = {2} est une suite infiniment petite. 


Démonstration. Pour tout e > 0 il existe un entier V 
tel que pour tout n>N:1|zx, [= 1/e ( lim |zx, | — + oo). 
nn 0 


Pour la suite {y,} — {2} on a alors | y, | < € pour r > NW, autre- 
n 


ment dit y, +0 et {y,} est une suite infiniment petite. C.Q.F.D. 
On a aussi le 


Théorème 3.8. Si {x,} est une suite infiniment petite et x, = 0 


pour n = 1,2,..., alors y, Lu C0. 
n 


La démonstration de ce théorème est laissée au soin du lecteur. 


$ 4. Suites. lhéorème de Bolzano-Weierstrass 


Définition. Soient {r,} une suite numérique, k, <k, <...< 
<k, <<... une suite strictement croissante d’entiers naturels. 
La suite {y} = {x1,} — {ras Thys +: Th» .} s'appelle sous-sui- 
te ou suite extraite de la suite {x}. Si la suite {r, } converge, sa 
limite s'appelle valeur d'adhérence de la suite {x, }. 


Théorème 3.9. Si une suite {x,} converge, toute suite {x,, } extraite 
de {r,} converge et a même limite. 

Démonstration. Supposons que x, zx et soit e > 0 
un nombre arbitraire. Il existe alors un entier V tel que pour tout 
n>N:lrz—z, | <e. Il est évident que À,> nr et, par suite, 
Îz—z, |<e pour n > N. Ceci exprime que z,, x. C.Q.F.D. 
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Théorème 3.10. (Lemme des intervalles emboîtés.) Soit {{a,, b,]}} 
une suite d'intervalles emboités, c’est-à-dire que ah, > a», bris 
< br, An << dh ou [ans bhnlela,, b,l pour n = 1,2, ...1I1 
existe alors au moins un point intérieur à tous ces intervalles. 

Démonstration. Par hypothèse, la suite des extrémités 
gauches {a,} est croissante, celle des extrémités droites {b,}, dé- 
croissante. Les suites {a,} et {b,} sont bornées, puisque a, << a, << 
< b,< b, pour r = 1. 2,... En vertu du théorème 3.5. lim a, — 


— a, lim b, —bet de plus a b (d’après le théorème 3.4). Il 
est évident que a, <a<b<b, pour nr = 1, 2, ... Donc, les 
points a et b (qui peuvent être confondus) appartiennent à tous les 
intervalles {[a,, b,]. C.Q.F.D. 


On a vu précédemment (théorème 3.2) que toute suite convergente 
est bornée. La réciproque n’est généralement pas vraie (cf. remarque 
de la page 34). Toutefois on a le 


Théorème 3.11 (Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée {x,} 
on peut extraire une Suile convergente. 

Démonstration. La suite {r,} étant bornée, il existe 
un M >> 0 tel que | x, | M pour nr = 1, 2, ..., c'est-à-dire que 
tous les termes de la suite sont contenus dans l'intervalle [— M, M] 
qui, pour la commodité, sera désigné par [a,, b,]. Partageons {a,, b;] 
en deux. L'un au moins des deux intervalles obtenus contiendra une 
infinité de termes de la suite *). Désignons cet intervalle **) par 
[a,, b,], divisons-le en deux et désignons par [a:. b.] le demi-inter- 
valle qui contient une infinité de termes. En poursuivant cette 
procédure on obtient une suite d'’intervalles emboîtés [a,. b,] de 
longueur 


bp—an= et (n=1, 2, ..….). 


En vertu du théorème 3.10, il existe un point c appartenant si- 
multanément à tous les intervalles: 


An LCL Dn- (1) 


Construisons une suite extraite {r, } convergeant vers c. Pour x, 
prenons un élément arbitraire de la suite {x,}. Pour zx , Prenons un 
terme de la suite {r,} contenu dans l'intervalle [a,, b.] et tel que 


*) L'expression « l'intervalle [a, b] contient une infinité de termes de la 
suite » exprime que l'inégalité « & zx, < b a lieu pour une infinité d'indices n. 
Si, par exemple, {z, } est une suite constante: x, = c (a < c < b), l'intervalle 
[a, b] contient une infinité de termes de la suite {zx, ). : 

**) Si les deux moitiés de l'intervalle contiennent une infinité de termes 
de la suite {x, }, on choisit l’une d'elles. 
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k, > k:. (Un tel choix est toujours possible, puisque [a,, b.] contient 
une infinité de termes de la suite.) Pour TR, Prenons un terme de la 
suite {z, } contenu dans l'intervalle {a,, b,} et tel que k, > kh 1, 
et ainsi de suite. Donc 


An L Try  Dn- (2) 


Montrons que la suite extraite Tr, c. En effet, des doubles inéga- 
lités (1) et (2) il s'ensuit 


OK ic—zx,, | <br — an = 2. 


on-1 


En passant à la limite dans la dernière inégalité, on trouve que 
zx, >c. C.Q.F.D. 


Soit {r, } une suite bornée:| x, | M (n = 1,2,...). Désignons 
par À l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite {r,}. 

L'ensemble À n'est pas vide en vertu du théorème 3.11. Il est 
évident que À est borné, puisque si z3, —c(cE A), des inégalités 
[tzr, IS M il s'ensuivrait que |c|< M. 

L'ensemble À étant borné, il possède une borne supérieure x — 
= sup À et une borne inférieure x — inf À. 


Théorème 3.12. Les nombres x = sup À et z = inf À sont valeurs 
d'adhérence de la suite {zh }, c'est-à-dire que x € À, z € À. 

Démonstration. Montrons par exemple que r € A. Soit 
donné € => 0. L'intervalle ] x — €, x + el contient alors une infinité 
de termes de la suite {x,}. En effet, vu que x = sup À, il existe un 
1" CEA tel que r> x’ ZT e, d'où il s'ensuit que x €] r — &, 
x + el. Soit ]r° — e,, x’ + €, | un voisinage du point x’ inclus dans 


Jr — e, x + el. Par définition de l’ensemble À, il existe une suite 
extraite zM,—x. À partir d'un certain rang tous les termes de la 


suite extraite {x,,} sont contenus dans l'intervalle ]z°—e,. x + el 
et, par suite, dans l'intervalle Îx — e,{x + el. Donc l'interval- 
le }x — e, x + el renferme une infinité de termes de la suite {Zn}. 

En choisissant & — 1/n (n — 1, 2, ...) on constate que chaque 
intervalle ]x — 4/n, x + 1/nl contient une infinité de termes de la 
suite {rh}. 

Construisons une suite extraite {xx }convergeant vers x. À cet effet, 
prenons pour x, un terme de la suite contenu dans l'intervalle 


Jr — 1, z + A (n = 1). Pour zy, Prenons un terme de la suite con- 
tenu dans l'intervalle }z — 1/2, x + 1/2[ (nr = 2) et tel que k, => k., 


42 SUITES ET SÉRIES NUMÉRIQUES [CH. 3 


et ainsi de suite. On obtient en définitive une suite extraite {z,,} 
telle que 


= = 1 
ZT — <'Tn<TT 


CRE 


En passant à la limite dans ces doubles inégalités on constate que 
zr, 2. Ce qui prouve que x € À. On démontre par analogie que 
x E 4. C.Q.F.D. 


Définition. Les nombres x = sup À et z = inf À s'appellent 
respectivement limites supérieure et inférieure de la suite {x,} et se 
notent x — lim zx, et zx — lim zx,. 


n 


n—00 


Exemple. Considérons la suite 


a: 1 4 1 k+1 1 
{en} = {2, l'; 90 D 0 73 ? "3 ? ...) k ’ %k ? so 


Il est immédiat de voir que limzx,—=1Â et limzx,—=0 


n—+œ0 


7-00 


$ 5. Suites fondamentales. Critère de Cauchy 


La définition de la convergence d'une suite {x,} est liée à sa 
limite x qui en principe n’est pas connue à priori. Cette définition 
ne permet pas de constater directement la convergence d'une suite 
si sa limite n'est pas connue. 

C'est dire l'importance du critère « intrinsèque » de convergence 
d’une suite (le critère de Cauchy) qui sera prouvé dans ce paragraphe. 


Définition. Une suite {z,} s'appelle fondamentale ou de Cauchy 
si pour tout e >> 0 il existe un entier ÂV (e) tel que pour tous 
n,mÏ>>\ (e) on ait 


|Zn — Im |< E. (1) 


Théorème 3.13. Toute suite fondamentale {x,} est bornée. 

Démonstration. Fixons e& > 0. Il existe alors un entier 
N tel que l'inégalité (1) est réalisée pour n, m > N. Prenons m — 
= N +1. Alors |zr — 2 | Ke et [zx | = | Zn + (&n — 
— 2 vu) | | Zvu | + lTn — Inn | <Klznwul+e pour r> W, 
c'est-à-dire que tous les termes de la suite {r,}, r > N, sont majorés 
par le nombre | zx4+1 | + €. 

Posons M = max {|z, |, ..., [zx |, | Txy+1 | + €}. 

Il est évident que |xz, | M pour tous les n = 1, 2, . .., c'est-à- 
dire que la suite {r,} est bornée. C.Q.F.D. 
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Théorème 3.14. (Critère de Cauchy.) Pour qu'une suite {xzn} 
converge, il est nécessaire et suffisant qu'elle soit fondamentale. 

Démonstration. Supposons que la suite {r,} converge 
vers x. Montrons qu'elle est fondamentale. 

Pour tout & >> 0 donné, il existe un entier ! tel que pour r > N 
on a |z, — zx |<e/2. Donc. pour n, m> N, 

[Zn — Tm IK tn — 2 | + lrnm — z | << e/2 + e/2 = e, 

c'est-à-dire que la suite {x,} est fondamentale. 

Prouvons la condition suffisante. Supposons que {x,} est fonda- 
mentale et montrons qu'elle converge. 

La suite {x, } est bornée d'après le théorème 3.13. D'après le théo- 
rème 3.11, on peut en extraire une suite {x,,,} convergeant vers un 


nombre x. Montrons que x, — x. 

Soit e > O0 un nombre arbitraire. La suite {r, } étant fondamen- 
tale, il existe un entier NW, tel que pourn,m>N;,:1|tzr —2m|<e/2. 
Comme k, > n, de la dernière inégalité on déduit que | x: — Th, [<< 
< e/2 pou m—=k,, n > N.. 

La suite extraite {r, } étant convergente, il existe un entier W, 


tel que pour n > N,: |zx, — x |< e/2. 
Soit V = max {V,, N.}; pour nr > N on a alors 
£& 
Qrn — Ilan —ml+lm,—rl<g+see. 


Donc zn—>z. C.Q.F.D. 


$ 6. Séries numériques 


1. Séries numériques convergentes. Critère de Cauchy. Soit {z,} 
une suite numérique. L'expression 


Dit... za +. 


qui s'écrit encore sous la forme 

V | 
2 Th (1) 
s'appelle série numérique et r,, son n-ième terme *). 


Le nombre X, = + +...+r, = 2x, s'appelle som- 
k=1 


me partielle ou somme à l'ordre n de la série (1) et la suite {X,}, 
suite des sommes partielles de la série (1). 


*) Il est d'usage de numéroter les termes de la série en commençant par un 
entier, par exemple, par 0: 


tante. +tamt...= Ù ze 
R= 
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Définition. Une série numérique (1) est dite convergente si la 
suite de ses sommes partielles {X,} converge. La limite X de la 
suite {X,} s'appelle somme de la série (1). On note 

Ÿ Tr = À. 
k=1 


Si la suite {X,} diverge, la série (1) est dite divergente. 


Exemple. Considérons une série dont les termes forment une 
progression géométrique de raison zx: 


LA 


LR. Em = dr. 


Ù 


La suite des sommes partielles est définie par les égalités : 
1 — rn+1 


si Zi; 
K=itrt..+e | 1—z is 
n+i sixz—=i. 


ee 
Il 


[1 est évident que cette suite converge vers si|zx|<1et 


diverge si [x [> 1 (cf. page 34). 
Donc la série envisagée ne converge que pour | zx | << 1 et sa 


4— zx 


. : 4 SE 
somme est égale à + c'est-à-dire que 


A++ ...+r +. =Ù À = Fe 


k=—0 


Définition. On appelle somme des séries D ZT, S y la série 


2 2 OÙ 2 =2R + Une 
On appelle produit de la série S x, par un nombre c la série 
R=1 


2h où 2h = CLR. 
oo O0 © 
Théorème 3.15. Si des séries D, x,, dy, convergent ( Dr = 
hk=1 hk=1 R=1{ 
Co 


=Y) , il en est de même de leur somme D 
R=1 


h 
(> ,=2) , et de plus Z=AX+Y. 
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Démonstration. Soient {X,}, {Y,} et {Z,} les suites de 


sommes partielles des séries respectives À 21, D y, D 28 (21 — 
hk=1 —{ = 


O0 


—1,+y). Il est évident que Z1=X,+Y,. Les séries Ÿ x, et 


h=1 
(es) 


S yr étant convergentes, existent les limites lim X, = X, 
k=1{ n +00 


limÿ,—=Ÿ. Le théorème 3.3 affirme l'existence de la limite Z — 


ZlimZ,=limX,+limy,=X+y. C.Q.F.D. 


100 T0 n—0 


Remarque. Il est aisé de prouver que si la série (1) converge 
CO 


O0 


(> = X) , il en est de même de la série Ÿ cz, et de plus 


k=1 R=1 


Théorème 3.16. (Critère de Cauchy). Une condition nécessaire et 
suffisante de convergence de la série (1) est qu'il existe pour tout e > 0 
un entier N tel que la condition 


n+p 


> n|<e (2) 
k:-n+1 


soit réalisée pour tout nr > N et tout entier p. 

Démonstration. Vu que la convergence de Ia série (1) 
équivaut par définition à celle de la suite de ses sommes partielles 
{X,}, les conditions (nécessaires et suffisantes) de convergence de la 
série (1) sont confondues avec celles de cette suite. 

Le théorème 3.14 nous dit qu’une condition nécessaire et suffi- 
sante pour que la suite {X,} converge est que pour tout € > 0 il 
existe un entier V tel que pourm,n>Nonait | Âm—X,|<e. 
Cette inégalité coïncide avec (2) si l’on y pose m = nr + p (p> 1) 

1 +p 
et compte tenu du fait que X,4p — Xh = SN zx, C.Q.F.D. 
ke=n+i 


Corollaire. La condition x, — 0 est nécessaire à la convergence de 
la série (1). 

En effet, en faisant p = 1 dans (2) on constate que [z,4, | <& 
pour tout nr > N. Donc, z,— 0. 

La condition x, — 0 est une condition nécessaire mais non suffi- 
sante de convergence de la série (1). Assurons-nous-en sur l’exemple 
suivant. 
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Exemple. Considérons la série harmonique 


1 1 o ! 
++... +<+...= D 
h=1 
Il est évident que z, = — 0. II n’empèche que cette série diverge. 
En effet, d’après le critère de Cauchy 3.16. pour que cette série soit 
convergente, il faut que l'inégalité (2), qui pour e = 1/2et p=n 
s'écrit 
2n 
LD 2]<12, 
kæn+i 


soit réalisée pour x assez grand. Or pour tout #2 assez grand 


| SO 1. + 1 1 
n 
[Dale D etre ares 
R=n+1 k=n+11 


Le critère de Cauchy est donc mis en défaut et la série harmonique 
diverge. 


2. Séries absolument convergentes et semi-convergentes. 


Théorème 3.17. Si la série > |x,| converge, il en est de même 
1 


Le 
de la série D, x. 
k=1 


Démonstration. Le critère de Cauchy est rempli pour la 


série convergente >, |z,l: pour tout £> 0 il existe un entier N 
k 


=1 
tel que l'inégalité (2) 
n+p 


D rl <e 
Ren+1 


est réalisée pour tout # >> W et tout entier p. 
Il est évident que 


n+?p n+? 
» a |< D Inl<e 
Rk=n+i1 R=n+1 


pour nr >. et tout entier p > 1, c’est-à-dire que le critère de Cauchy 


est rempli aussi pour la série D) z,. Donc, cette série conver- 
ki 
ge. C.Q.F.D. 
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Définition. La série numérique 
© 
2 Th (3) 
est dite absolument convergente si converge la série 


00 


2 Itel- (4) 
K=1 


D'après le théorème 3.17, si une série converge absolument, elle 
converge tout simplement. 


Définition. La série numérique (3) est dite semi-convergente si 
elle converge et la série (4) des modules de ses termes diverge. 


3. Séries de signe constant. Critères de comparaison. Les séries 
dont les termes sont soit positifs soit négatifs sont dites de signe 
constant. I] est évident qu'on peut se limiter à l’étude des propriétés 


» 


des séries à termes positifs (x, > 0). 


Théorème 3.18. Si la suite des sommes partielles de la série 


> Th (5) 
R=1 


à termes positifs est majorée, cette série converge. 

Démonstration. Les termes de la série étant positifs. 
la suite {X,} des sommes partielles est croissante. Cette suite est 
bornée par hypothèse. D’après le théorème 3.5, la suite monotone 
bornée {X,} converge, donc la série (5) aussi. C.Q.F.D. 


Théorème 3.19. à de comparaison). Supposons que 
FREE pour n> Ro. Si 


© 


1° La série Ÿ y, converge, la série D) x, converge absolument ; 
k=1 


© oO 
2° la série > Izxl diverge, la série D) y, (à termes positifs) 
k=1 k=1 
diverge aussi. 


Démonstration. Pour prouver la remière proposition, 
il faut montrer que le critère de Cauchy est valable pour la série 
D | |. La série 2 yr étant convergente par hypothèse, 
R= 1 
elle est justiciable du critère de Cauchy. Ce qui exprime que pour 
tout e >> 0 il existe un entier AN (e) tel que pour r > N (e) et pour 
p>1on a 
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Pour n > max {n,, N'(e)} = N (e) on a alors [z, |[&y, et 
par suite 


ss n+p 
D nl à pm <e. 
hk=n+1 Rh=n+i 


Donc le critère de Cauchy 3.16 est valable pour la série > EE 
k=1 


Ce qui prouve 1°. 
La deuxième proposition se prouve sans peine par l'absurde. Si 
œ% © 


l’on admet que la série 2. yr converge, la série DRE 


devrait converger en vertu de la proposition 1°. Or cette série diverge 
d’après la condition 2° du théorème. Cette contradiction prouve 2°. 


C.Q.F.D. 
Remarque. Si |x,|<y, pour tous les n —=1, 2, ..., les séries 


O0 
SD zx, D) |xxl convergent d’après la proposition 1° du théorème 
k=1 


(ss) O0 O0 
3.19; ceci étant, à AN rl < D Yh- 


En effet, ces inégalités résultent des inégalités analogues 


n n n 
a a P 
px a[<È El < à y, pour les sommes partielles de ces séries 


et d’un passage à la limite pour 7 — en tenant compte du theéo- 
rème 3.4. 


&. Définition du nombre e. Soit la série 


14 ++. = 5 2  (01=1). 


al 
Pour n>1, on a de toute évidence Er. La série 
D 
D Le qui est une progression géométrique de raison q= 1/2 
ki 


converge. Donc la série envisagée converge aussi en vertu du théorèé- 
me 3.19. Désignons sa somme par e *): 


et+tate.++...=} TT (6) 


*) Le nombre e est pris pour base des logarithmes népériens qui sont désignés 
par in r = loge z. 
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On a les inégalités évidentes (cf. remarque suivant le théorème 3.19): 
1 1 1 
2,9 Le< 1414 ++ +]. = 9: 


Estimons l'écart e — S, entre le nombre e et la somme partielle 
: 1 , 1 1 
Sa=1+-+ TT +t 
de la série (6). En vertu de (6),on a 


: 1 1 
0<e—S= ir Gr + is 


1 ’ 1 : 
<< Li + mn +-..]= 


= 
(n +1)! “_ nln 
(:- 1) 
Donc 


Si n = 6, alors n! = 720, nin = 4320 et 
0<e—S << 3 : 
A cinq décimales près le nombre e est égal à 


e = 2,71828. 


Des inégalités (7) il s'ensuit que le nombre e est irrationnel. En 


effet, soit e = p/q (p et g sont des entiers naturels). En faisant n = q 
dans (7), on trouve 


0<+ —S$, a < 
ou 


O<p(g—1) — Sygl < 1/q, 


ce qui est impossible puisque les nombres p (g —1)!, S,-q! et leur 
différence sont manifestement des entiers. Donc e est irrationnel! 


Considérons maintenant la suite {x,}, x, — (4 + +)" et mon- 
trons que 


lim (1+ + —) — €. (S) 


n—œ@ 
Éæ01289 
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A cet effet, mettons z, sous la forme suivante (en se servant de 
la formule du binôme de Newton): 


— 2 
Tn=1+r ++ 2 (2) +... 


n 


DE (=) +  L ESS (+)"= 


=1+ +5 (1 <)+..++ (1-2) (1) + 
+(t-5)..(t-=),. 6 


La suite {r,} est strictement croissante. En effet. lorsque 
croît, le nombre de termes strictement positifs de la formule (9) 
croît ainsi que les facteurs de la forme — —). Il est évident 


que 
1 1 1 Qi 
Ta <Â+- ++ + < 2 FT = €- 
h=—0 


La suite {xz,} étant strictement croissante et majorée par €, 


elle converge d'après le théorème 3.5. 
Fixons un m naturel et construisons la suite {y, (m)}, où 


Un (m)=1+ tt) + 
+ (1 +). (1-2), 
Il est clair que pour nr >m 


Yn (M) LT < Sh, 


où S, est une somme partielle de Ia série (6). 
En faisant tendre nr vers œ dans la dernière relation, on obtient 


(cf. théorème 3.4) 


Sn<lim r, Le. (10) 
(On s’est servi des relations évidentes lim y, (m)=S,, lim S, =e.) 
n+00 +0 


En faisant tendre m vers oc dans (10), on trouve que elim x, << 
n+2œ 
<e, c'est-à-dire que lim (1 + +)"=e. 
n—+0 n 


Ce qui prouve la formule (8) 
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5. Séries alternées. Critères de convergence de Leibniz de 
D'Alembert, de Cauchy. 


Définition. Une série de la forme 


Ay— a+ as—a+...+(— 1) Ma, +... = 2 (—1)Ha,, (11) 


SE 


où ag >> 0 (k = 1, 2, ...) est dite alternée. 


Théorème 3.20. (Critère de Leibniz.) La série alternée (11) conver- 
ge si ar > a > 0 (k = 1, 2. 5) et lim ai. =:0; 


R—00 
Démonstration. Soit {A4,} la suite des sommes partiel- 
les de la série (11). Considérons deux suites {Aom} et {Aoms1} ex- 
traites de 4,. La suite {4,,} est croissante, puisque A,,+2 — 
= Aom + Gom+1 — Comte > Aom. (Par hypothèse, &»+412> Gom+o2-) 
La suite {4,M+.} est décroissante. puisque Asm+1 = Asm-1 — 


— (Gum . Gsm +1) À m1 D'autre part, À 2m+1 = A om + lim > 
As 
La suite {A,,} est majorée, puisque Aom < À om +1 < Aom1 L +: 
. L A1 = Gi. 
== 1 1 
La suite {A,,} converge en vertu du théorème 3.5. Soit 
A= lim 4. (12) 


m-+>00 


Montrons que lim 4,,,:, — A. En effet, 
m0 


lim Aom+1 — lim Am + lim Zomt+1 A: (13) 
M — 00 mi —+ 00 M —+ 00 
puisque lim a, = O par hypothèse. Des relations (12) et (13) 
R— 00 
il s'ensuit que lim À, = À, c’est-à-dire que la série (11) con- 
n 00 
verge. C.Q.F.D. 

Remarques. 1. La suite {A,m+,} étant décroissante et la suite 
{Asm} Croissante, on a Am À  Aom+1e D'où l’on déduit que 
[A — 4A,]< a,. 

2. Le théorème 3.20 est visiblement valable pour le cas où a, > 
> an+1> 0 à partir d'un rang n,, c'est-à-dire pour n > rm. 


Exemple. Considérons la série alternée 


4 (— 171 : 1 (—1}x+1 
EE ES our nu: D =) TT 0 
ke 
ici ax — 1/k. Les conditions du théorème 3.20 étant toutes réali- 
sées, cette série est convergente. Il est clair qu'elle n’est que semi- 
&e 
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convergente, puisque la série harmonique diverge (cf. exemple de 


la page 46). 
Théorème 3.21. (Critère de D’Alembert.) Si 

Tn+ 

um S <q<1 (14) 
pour n=> No, Tn 5 0, la série 

2 Th (15) 

converge absolument; si 

“>> 1 (16) 


pour n=> no, La série (15) diverge. 
Démonstration. Supposons que la double inégalité (14) 
est réalisée pour r7 > n,. Pour r > n,, on a alors 


[za | <q [Tn-1| << [Tn-e| < . Lg 70 [Tnole (17) 


Considérons la série D y, où y = g#-"0 [Zaol. Cette série est la 
k=1 


somme d'une progression géométrique de raison g; elle converge 
puisque 0 << q << 1. Les conditions (17) sont remplies pour n> n,, 
c'est-à-dire que | z, | yh. La série (15) converge absolument en 
vertu du théorème 3.19. Ce qui prouve la première partie du théorème. 

Supposons maintenant que la double inégalité (16) est réalisée 
pour n>n,. Pour r >nñn,, on a alors 


[tnl>alenal>.. 27 ll > 0. 


On voit sur ces inégalités que la suite {x,} ne tend pas vers 0 
([zn 1> | Zn, | > 0). La condition nécessaire de convergence d'une 
série n'étant pas remplie (cf. corollaire du théorème 3.16), la sé- 
rie (15) diverge. 

Le théorème 3.19 nous conduit à la même conclusion, puisque 


la série NO yy (yx = "| zx, |) diverge pour g > 1. C.Q.F.D. 
k=! 


Tnt | q, la série (15) converge absolument 


Corollaire. Si lim 


pour q << 1 et diverge pour q > 1. 
Démonstration. Soit g<<1. Prenons e= 11. Par 


définition de la limite de la suite convergente {|zh+1/7n |}, il 
existe un rang 7, à partir duquel 


LTn+1 


Tn 


—£ < — q LE. 
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En particulier, 


<t 


<q+e=g+ te tige 


pour n > ñn,. La série (15) converge absolument d’après le théorè- 
me 3.21. 

Si q > 1, on prend e = (qg — 1)/2. Par définition de la limite, il 
existe un rang ñ, à partir duquel les termes de la suite convergente 
{| Ta+1/zn |} satisfont la double inégalité 


Fes | Ta +1/Zn |—q< E. 
En particulier, pour n> nm" 
ltnt/mn 1>g—e= (4 +g/2=g >. 


La série (15) diverge d’après le théorème 3.21. Ce qui prouve le 
corollaire. 


Cette proposition s'appelle critère de D'Alembert de convergence de 
la série (15) sous la forme limite. 
Remarque. Lorsque lim | “+ 
n—+00 
au sujet de la convergence de la série (15). Voyons à cet effet les 
exemples suivants. 


= 1, on ne peut rien affirmer 


n 


Exemples. 1. On sait que la série harmonique D + diverge. On a 
k=—1 
lim|#t | lim ———1. 
1 —+ 00 Tn n—œ n+1 


2. La série D FES converge. En effet, sa somme partielle 


peut être mise ee la forme 


rh) 


Il est évident que lim X,=1. Or 


n—+00o 

É L . n 

lim ne. — lim po 1. 
n—+00 Tn no 17 2 
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Théorème 3.22. (Critère de Cauchy.) La série (15) converge abso- 
lument si 


V Im1<g<1 (18) 


pour n> no, el diverge si 


Y Im1>9>1 (19) 


pour n> No. 
Démonstration. Supposons que (18) a lieu pour n > na. 
Alors 


[Tal<9" 


pour n>n,. La série : Yr, OÙ y, =", converge pour 0<Lq<1. 


ee 
Donc la série (15) cénverRe absolument en vertu du théorème 3.19. 
Si (19) a lieu pour r > #n,, alors 


In > > 1. 


Donc la suite {r,} ne tend pas vers 0 lorsque 7 —+ co. La condi- 
tion nécessaire de convergence (cf. corollaire du théorème 3.16) 
n'étant pas réalisée, la série (15) diverge. 

Cette conclusion résulte aussi du théorème 3.19, puisque la 

O0 


série © yy, où y =" et g> 1, diverge. 
k--1 
Ce qui prouve le théorème. 
Corollaire. Si Jim 2 Ir, | = 9. la série (15) converge absclument 


n—+0oc 


pour << et diverge pour q> 1. 


> 0. Par 


définition de la limite de la suite convergente Ÿ |r,|, il existe 
un rang ñn, à partir duquel 


Démonstration. Soit g<< 1. Prenons € — —: 


—e<Y|rnl—q<e. 


En particulier, pour n>n 


nf LE 1 — 1 ’ 
V nl <g+e=g+ te eg et. 


La série (15) converge absolument d’après le théorème 3.22. 
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Si g=>1, on prend e — (g9—1)/2. Par définition de la limite 
il existe un rang ñn, à partir duquel 


—e<y|rl—-g<e 
et 


— q 
ni qg—e= 1 =g > 1. 


La série (15) diverge en vertu du théorème 3.22. Ce qui prouve le 
corollaire. 


Remarque. Si lim y |x,|:=1, on ne peut pas se prononcer sur 


n—00 
la convergence de la série (15). Voir à ce propos les exemples 1 et 2 
de la page 53. 


6. Propriétés des séries absolument convergentes et semi-con- 
vergentes. Considérons encore la série numérique 


: Ty. (20) 
Soit {m,} une suite de nombres naturels dans laquelle chaque nom- 
bre ne figure qu'une seule fois. Autrement dit, {m,.} est une permu- 
tation des termes de la suite naturelle. 
Posons y = Zmy et considérons la série 


ue (21) 


On dit que la série (21) se déduit de la série (20) par une permuta- 
tion. La série (21) est composée des mêmes termes que (20) mais 
dans un ordre différent. 

Les deux théorèmes suivants mettent en évidence la différence 
fondamentale entre les séries absolument convergentes et les séries 
semi-convergentes, 


Théorème 3.23 (Riemann). Si la série (20) est semi-convergente 
et Y est un nombre réel arbitraire, on peut permuter les termes de cette 
série de telle sorte que la série (21) obtenue converge vers Y. 

Démonstration. Re . Pnrs - - - les 
termes strictement positifs et par gq, as + + + Ans : . les modules 
des termes strictement négatifs de la série (20) sans modifier leurs 
rangs. Désignons ensuite par P,, la somme des nombres p;, pe, . .. 


figurant dans la somme partielle X, — DS) z,, et par Q,, la 
ki 
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somme des nombres q4, Q2, -.. figurant avec le signe moins dans 
ñ 

la somme X,. On a visiblement X,=P,—Q,et © |rxl=Pn+Qn. 
k=1 


La série (20) étant convergente, 


lim X,=lim(?P,—Q,)=X, (22) 


n—#00 


et comme la série 2 \z,| diverge, il vient 


Ph +Qhnh— + oo lorsque 7 —+ co. (23) 
Des relations (22) et (23) il s'ensuit que P, — +oo et Q, + 


—+ + oo. Les séries D px et 2} q, sont composées de termes stric- 


tement positifs et divergent toutes deux. Donc, des nombres p, (ainsi 
que des nombres q,) on peut extraire un nombre fini de termes dont 
la somme sera supérieure à tout nombre donné. 

Supposons pour fixer les idées que Ÿ >> 0. Construisons à partir 
de la série (20) par une permutation une série convergeant vers Ÿ. 

Pour les X, premiers termes de la série (21), prenons x, termes 
strictement positifs de la série (20): p,, pe, - -., pr. Le nombre k,; 
est tel que p + pa +...+pra:1<Y et Dip+...+pPa > 
> Ÿ. Posons les l, termes suivants y},+1, Yni+os + - +» Ya,+n, de la 
série (21) égaux aux termes —q,, —q,, ..., —qr, de la série (20). 
Définissons le nombre !, à partir des conditions 


Pa FPat...-+ Ph — (QG +g+e.se + Gn-1)> Ÿ, 
Pi tFPat.-.+Pmh—(Qm+gtec.s + Qu) <Y: 


Définissons de façon analogue le groupe suivant de X, + !, termes 
de la série (21) en posant 


Uhatiat+i = Phitis Yhatiat2 = Phitis ces Yhitiithe = Phithe) 
Uhitiithi+s = Qiitis Yhitiitho+2 — 
= — Qi1+2s cos Yhitiythotis = TT Tlitklse 


Les nombres k, et !, satisfont les conditions 


katlithe-i Ri+ly+ho : 
2 Un < Ÿ, = Un >Y 9 
ki+lithotla-1 kitlithot+is 
D yn>Y, D y <Y. 


n=1{ n=!i 
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Poursuivons cette procédure, c’est-à-dire choisissons, parmi les ter- 
mes restants de la série (20), k; termes p, > 0 de telle sorte que la 
somme partielle ne soit inférieure à Ÿ que si l’on ajoute le dernier 
terme de ce groupe. Prenons ensuite /; termes —g,<<0 parmi les 
termes restants de la série (20) de telle sorte que la somme partielle 
ne soit inférieure à Ÿ que si l’on ajoute le dernier terme de ce groupe. 
On obtient en définitive une série (21) constituée avec les termes 
de (20) pris une fois et une seule. 

Montrons que la série (21) converge vers Y. 

Supposons, par exemple, que le dernier terme de la somme par- 
tielle Y, de la série (21) est un terme p; >> 0 faisant partie du groupe 
de termes = 0 s'achevant par p4, et soit —g; << 0 le dernier 
terme de cette suite partielle. Par construction de la série (21), on 
a alors la double inégalité évidente —q <Y*: —Y< pu, 
Comme z,—> 0 (la série (20) converge) et km, lm—> ©, il s'ensuit 
de cette double inégalité que la série (21) converge vers Ÿ. C.Q.F.D. 


Remarques. 1. Il est évident que la convergence (ou divergence) 
d’une série n’est pas modifiée par une permutation d’un nombre 
fini de ses termes. Si une série converge, sa somme n’est pas modifiée 
par cette permutation. 

2. On démontre sans peine qu'une série semi-convergente peut 
être rendue divergente par permutation de ses termes. 


Exemple. Considérons la série 


À — 1 ñn+1 nS { k+1 
+ ++... 25 D, (24) 
k=] 
qui, comme nous l'avons vu à la page 51, est semi-convergente. 
Désignons sa somme par X *). 
Permutons les termes de la série (24) comme suit: prenons un 
terme positif, puis deux négatifs, ensuite un positif, puis deux néga- 
tifs, et ainsi de suite. On obtient la série suivante: 


1 1 
D aa 6 BP dm di 


trois : 


(++) (44444) + 


si i 1 1 1 < 1 
mu Le 1 —— 
= » (= = ww) 2 (5 -+)- 
1 1, 1 1 i 
=r(t-r+s-s+..)<5x 


*) On prouvera plus bas (page 148) que X = In 2. 
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On voit donc que la somme de la série semi-convergente (24) 
cst modifiée par une permutation. 


Théorème 3.24. Si la série numérique (20) converge absolument, 
toute série obtenue par permutation de (20) converge aussi absolument 
et possède la même somme. 

Démonstration. Désignons la somme de la série (20) 

© 


par X. La suite de ses sommes partielles X,— X. La série D |z, | 


R=1 
converge. puisque la série (20) converge absolument. D'après le 
critère de Cauchy, pour tout e > 0 il existe un rang n tel que 
pour nr => V (e) et tout entier p> 1 l’on a 

n+p 

x, [za | < E. (25) 

hk:-n+1 
Supposons que la série (21) est une permutation de (20). Dési- 
gnons par m (n) le nombre des premiers termes x, Ze, . . ., Tmç(n) 4 
la série (20) contenus parmi les nr premiers Lermes de la série (21), 
et par Af (n) le rang maximal du terme de la série (20) contenu parmi 
les nr premiers termes de la série (21). Donc, si y, = Zm,, Ya = 


= Lmye + ++ Un = Tm,. Parmi les entiers m,, ..., m, figureront les 
nombres 1, 2, ....m (n) mais pas m (7) — 1. Par ailleurs, A7 (4) — 
MAN M. 3 À 


On a les inégalités évidentes suivantes: 
m(nr)<n, Min >xn >: 
mn +1)>z mn), Mn —-1)> M (n) 0) 


et m(n)— oo lorsque n— co *). 

Montrons que la série (21) converge vers la somme ZX de la sé- 
rie (20). 

Pour la somme partielle } , de la série (21). on a 

Min) 
= Xmmle à ll. (27) 
R=min)+1 

Soit donné un € >> 0 quelconque. Supposons que l'inégalité (25) 

est remplie pour nr > Ÿ (e) et pour tout p. Grâce aux conditions 


(26), il s'ensuit des inégalités (27) que | Yn — À mn) | < € pour 
n> Ne). Cette inégalité exprime que lim (Ÿ}, — Xmçn)) = 0. 
D'où TT 


Lim Ya = lim Xmtn) = X, 


n-#+00 


*) Simi(n) ne tendait pee _ oo avec 7; cela signifierait que m (n) est 
borné pour les n = 1, 2, . se i exprimerait à son tour que les termes de 
la série (20) ne figurent pas D ans la série (21). 
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puisque m (n)—+ œ lorsque 7—> oo. Donc la série (21) converge et 
possède la mème somme que la série (20). 

Montrons enfin que la série (21) converge absolument. On a de 
toute évidence 


En faisant tendre x vers co dans cette inégalité, on constate 


20 M{(n) 


que la série Ÿ Jyrl converge puisque M (n)—o et D Val — 
k=! Re 
© 
+ Ÿ xx]. Donc la série (21) converge absolument. C.Q.F.D. 
ke! 


7. Produit de séries. 


es) Le 


Définition. On appelle produit des séries N) x, et Ÿ yr la 
k=0 


Hem) 


Œ 
série à zx, où *) 
R=U 
g 
ZR = LoYr + Tiÿhs Fee + Laÿo = 2 TiYh-i: (28) 
1={) 
Théorème 3.25. Supposons que les séries S' zx et È Y, con- 
k=0 


vergent respectivement vers X el YŸ et que l’une d'elles (par 


exemple la première) converge absolument. Alors la série Dir 


> 
Il 
— 


qui est leur produit converge vers Z = AY. 


n 


>- 
| 43 


° ° » à 
Démonstration. Désignons par Xn= © ln Vn= à Yn 


=() =!) 


S _ 
2 zx les sommes partielles respectives de ces séries. En 


vertu “de (28). on a 
Zn = Loÿo — (Loi + LaYo) + + - + + (Ton + TiYÿnni Tee TTnYo) = 
—_ L #70 dE —— d —< de à + ZnYo — 
= Lo +R) +u +Rin) +... + (+ Ro) = 
— X,Y — ZoRn + TR n . .. . TZnRo 
*) La formule (28) nous donne les coefficients de Àh obtenus en multipliant 


les séries entières > rh et ÿ y rh. 
Rk=0 Rk=0 
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où R,k=Y,—Y—+0. Donc 
Zn — XnY = 2zRn + Ra +...+rziRo = Fr. (29) 
Montrons que r, — (0. 


oo œ 
Puisque la série © |x,| converge, posons M — © |x,|. 
R=0 = 


= K=0 

Soit donné un € > 0 arbitraire. Choisissons un indice V de telle 
sorte que | R, | < e/2M pour nr > N. Ceci est possible puisque 
Ri=Yh—Y—-0. 


Pour >Nona 
nl < Ron + + Ratnnnl + lRntitn-ni + + Rat 
LI Roën + ++ Ryta-nl +57 (nn + + 10) 
<|Roïn + ...+ Ryxxzn-nl+e/2. (30) 
Pour À fixe, trouvons un À, tel que 
lRotn +... + Rxtn-x | < e/2 (31) 


pour nr > N,. (Ceci est possible puisque x, —- 0 et que les termes 
du premier membre de (31) sont en nombre fini {V.) 

Des inégalités (30) et (31) il s'ensuit que |r, | <e pour nr > 
> max {W, N,}. Donc r,— 0. 


En faisant tendre n vers co dans (29), on trouve que Z = D z, = 
kæ=0 
= XY. C.Q.F.D. 


8. Produits infinis. Soit {z,} une suite numérique. L'expression 


I Lu LTo ce. The. (32) 
s'appelle produit infini. 


Le nombre P,= || x, —zx,x, ... x, s'appelle produit partiel 
Rai 
du produit infini (32). 
Définition. Le produit infini (31) s'appelle convergent si la suite 


{P,} de ses produits partiels converge vers un nombre P 0. On 
note 


li a=P. 


= 


Dans le cas contraire, le produit infini est dit divergent *): 


*) On convient qu'un produit infini est divergent si P, — 0. Ceci permet 
de simplifier l'énoncé de nombreux théorèmes relatifs aux produits infinis. 


$ 6] SÉRIES NUMÉRIQUES 61 


Théorème 3.26. Si le produit infini (32) converge, alors 
lim x, = {. 

Démonstration. Par définition, le produit (32) converge 
si la suite P,—+ P 0. La suite extraite {P,_,} converge vers la 


même limite P. Or Pr. — Zh, donc 


Pr-1 

lim P, 
lim x, —-== 1: 
ne lim Pn-1 


C.Q.F.D. 


Remarques. 1. Du théorème précédent il s'ensuit qu'à partir 
d'un rang nr, tous les facteurs x, > 0. On peut donc se limiter 
à l'étude des produits infinis dont tous les facteurs zx, > 0. 


La convergence d’un produit infini de facteurs x; >> 0 se ramène 
à celle de la série 


Ur (33) 


ki 
où yr = In 73. 

En effet, le produit partiel P, est lié à la somme partielle Y, 
de la série (33) par la relation évidente P, = en. Si lim YŸ,, = 
= Ÿ, alors P=e*), on 

2. La condition lim zx, = 1 est une condition nécessaire 


n +0 
mais pas suffisante de convergence d’un produit infini. 


Exemples. 1. Considérons le produit infini Il (1 ++). Le 
k=1 
produit partiel 


n 


Paz (1++4)=7 te... ny 


— — 
_ — 


Il est évident que P, — © lorsque r—> co. Donc le produit infini 
envisagé diverge. Cependant lim zx, = lim (1 +1) — 1. 


n+0œ0 nn 0 
œ 


2. Considérons le produit infini Il (1 Le pro- 


— 7): 


*) Pour établir la dernière formule on s’est servi de la continuité de la fonc- 
tion exponentielle y = ex. 
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duit partiel 


CN (IE + 
Pn= Î] (1 (K+ 1} = (HA 
k=1 k=æ1 
_ 1-3 | 2-4 3.5 n(n+2) _ n+2 
O2 BE 4  (n+A 2-1)" 


Il est évident que lim P,—1/2. Donc ce produit converge. Il 


ne 


est évident que dans cet exemple lim x, — lim (1 ——) — 1. 


+0 1x = (r Sie 1)° 


CHAPITRE 4 


LIMITE D’UNE FONCTION. 
FONCTIONS CONTINUES 


$S 1. Fonctions d’une variable réelle 


Au $2 du chap. 1 on a défini une fonction comme une application f 
d’un ensemble À dans un ensemble Z. Dans ce chapitre on envisa- 
gera des fonctions y = f (x) pour lesquels B est l'ensemble des réels 
et À une partie de B. De telles fonctions s'appellent fonctions numé- 
riques d'une variable réelle x. L'ensemble À est souvent figuré par 
un intervalle P. Par intervalle P on comprendra l’un des ensembles 
suivants : 


Ja, bf, la, bl,{a, b{, [a, b], 
J—oo, al = fr; x <a}, ]—o, al = fx; r< a}, 
Ja, + o[— {r; x a}, [a, +oo = {r; x > a}, 


] — co, + of, la droite numérique tout entière. 

Les fonctions numériques d’une variable réelle x sont générale- 
ment données par des formules qui per- 
mettent de les calculer à l'aide de zx. 

On appelle graphique d'une fonction 
y = f (x). l’ensemble des points du plan 
dont l’ordonnée y et l’abscisse zx sont 
reliées par, la relation y = f (x) (x E À) 
(fig. 2). 


Exemples. 1. y = zx", n étant un entier 
fixe, zx un réel quelconque. Cette fonction Fig. 2. 
est définie sur la droite numérique 
toute entière; quant à son ensemble de valeurs, il dépend de n. 
Si n est pair, cet ensemble est la demi-droite y=> 0; si nr est im- 
pair, la droite ]—co, oo[ tout entière. 

2. La fonction de Dirichlet 


O0 si x est irrationnel, 


y=i (= | n 


Cette fonction est définie sur la droite numérique tout entière ; 
quant à l’ensemble de ses valeurs, il est composé de deux nombres : 
0 et f. 


si x est rationnel. 
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3. La fonction 


+1 siz>0; 
y = Sgn z — O si z=0;: 
—1 siz<0. 


Cette fonction est définie sur la droite numérique tout entière; quant 
à l’ensemble de ses valeurs, il est composé de trois points: —1, 
0 et 1. 


Il existe un procédé tabulaire de définition d'une fonction qui con- 
siste à associer aux valeurs z,, . .., x, de la variable x des valeurs 
Ys ee Yn Yi = ft); i=1,...,n) de la variable y, les valeurs 
intermédiaires (c'est-à-dire comprises entre les valeurs tabulaires) 
pouvant être calculées par des formules utilisant les valeurs tabu- 
laires. 


Définition. On dit qu'une fonction y = f(x) définie sur un 
intervalle P est croissante (resp. décroissante) si l'inégalité x, << x, 
(Z1» Ze € P) entraîne l'inégalité 


f(m)<f(x) (resp f ()2> f (x)). 


La fonction f (x) est dite strictement croissante (resp. strictement 
décroissante) si l'inégalité x, << Ze (71, za € P) entraîne 


f(n) <fc) (resp f (x) > f (t2)). 


Les fonctions décroissantes ou croissantes s'appellent monotones. 
Les fonctions strictement croissantes ou strictement décroissantes 
sont dites strictement monotones. 


Soit y = f (x) une fonction strictement monotone définie sur un 
intervalle P. Il est évident que l'application f de P sur l’ensemble 
f (P) ($ 2, chap. 1) des valeurs de la fonction y = f (x) est une bijec- 
tion. Donc, pour tout y € f (P) il existe une seule valeur x € P telle 
que y = f(x). On obtient ainsi une application bijective de 
l’ensemble f (P) sur l'intervalle P. En d’autres termes, la dépendan- 
ce y = f (x) définit une fonction x = œq (y) d'ensemble de définition 
f (P) et d'ensemble de valeurs P. La fonction x = (y) s'appelle 
fonction réciproque, ou inverse, de y = f (x). 

Il est clair que pour tout x € P 


GG) =7z 
et pour tout y € f (P) 
f (œ GY)) = y. 
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$ 2. Limite d’une fonction 


1. Définition de la limite d’une fonction. Critère de Cauchy. 
Soit y = f (x) une fonction numérique définie sur une partie À 
de l’ensemble des réels. Soit a un point limite *) de l’ensemble X. 


Définition 1. On dit qu'un nombre b est la limite d'une fonction 


y = f (x) lorsque x— a si pour tout e >> 0 on peut exhiber un Ô — 
= Ô (e) 0 tel que pour tous les z E À vérifiant les conditions 
O<|rzr—a|<6(Ee), (1) 
l'on ait 
If) —bI<e. (2) 
Si ces conditions sont remplies, on écrit 
lim f(x) = b. 


Si un tel nombre b n'existe pas, on dit que la fonction y = f (x) ne 


possède pas de limite pour x— a. Signalons enfin que l'égalité 
x = a est interdite par (1). 


Définition 2. On dit qu'un nombre b est la limite d’une fonction 
y = f (x) lorsque x— a si pour toute suite {x,}c À (2, = a) con- 


vergeant vers a. la suite correspondante des valeurs {f (x,)} de la 
fonction converge vers b. 


Théorème 4.1. Les définitions 1 et 2 sont équivalentes. 


Démonstration. L’équivalence des propositions À et B 
signifie que si À est vraie, il en est de même de B et, réciproquement, 
si B est vraie, il en est de même de À. 

Supposons que b est la limite de la fonction f (x) lorsque z— a 
au sens de la définition 1. Pour tout & >> 0, on peut alors exhiber un 


Ô = Ô (e) > 0 tel que pour tous les z € À remplissant la condi- 
tion (1) est réalisée l'inégalité (2). Soit {x,}c X (x, a) une suite 
numérique quelconque convergeant vers a. De la définition de la 
limite d'une suite il résulte que pour Ô = 6 (£) on peut trouver un 
entier V tel que 0 | zx, — a | 6 (e) pour tout r > N. En vertu 
des conditions (2), on a alors | f (x,) — b | << e pour tout r > À, 
c'est-à-dire que f (z,)—> b. Donc le nombre b est la limite de la 
fonction f (x) lorsque x—+ a au sens de la définition 2. 

Supposons maintenant que le nombre b est la limite de la fonc- 
tion y — f(x) lorsque z—+ a au sens de la définition 2. Montrons 


que le nombre b sera limite de la fonction y = f (x) au sens de la 
définition 1. 


*) On rappelle que tout e-voisinage Ja — &. a -- el du point a contient une 


infinité de “aints de X, mais le point a n'est pas censé appartenir à N. 
5—012S9 
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Supposons par absurde que le nombre b n'est pas la limite de la 
fonction y = f (x) lorsque x—> a au sens de la définition 1. Ceci 
exprime qu'il existe un e > 0 tel que pour tout ô =>0 on peut. 
exhiber un z E À vérifiant (1) tel que | f(x) —b]> e. 

Considérons une suite {6,} (6, = 0) convergeant vers 0. Pour tout 
ô, il existe un x, € À tel que 


0<]z  —a|<ô,, (8) 
et pourtant 
If (GŒn)—0b12 e. (&) 


De la double inégalité (3) il s'ensuit que x, — a (puisque Ô, —+ 0) 
et de l'inégalité (4) que la suite {f (r,)} ne converge pas vers le nom- 
bre b. Ce qui contredit le fait que b est la limite de la fonction j (x) 
lorsque z—+ a au sens de la définition 2. C.Q.F.D. 


Théorème 4.2. Si la fonction f (x) tend vers b lorsque z— a, celle 
limite est unique. 

Démonstration. Supposons que la fonction y = f (x) 
admet deux limites distinctes, b et b’. Soit {r,}C À (x, a) une 
suite convergeant vers a. En vertu de la définition 2, la suite corres- 
pondante des valeurs de la fonction f (x,) doit d'une part converger 
vers b et de l’autre, vers b”, ce qui est impossible, puisqu'une suite 
numérique ne possède qu'une seule limite. C.Q.F.D. 


Théorème 4.3. (Critère de Cauchy.) Une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une fonction f (x) admette une limile lorsque x— a est 
que pour tout e > 0 il existe un Ô = Ô (€) > 0 tel que 


If@)—f@&)1<e 


pour tous les x, x' € X vérifiant les conditions 0 << |x — a| << 8 (es), 
O<]z — a |< 6 (E). 
Démonstration. Supposons que lim f (x) = b. En 


X—(« 
vertu de la définition 1, pour tout € > 0 donné, il existe un Ô = 
— Ô (€) 0 tel que pour tous zx, x’ € À vérifiant les conditions 
O<Irz—a|<ô(e), 0O<]rz  —a|<ô(Ee)l'onal|f(r) — b| < 
<< €&/2 et | f(x’) — b| L e/2. Les dernières inégalités impliquent 
que 
fa —fU&)ISIf@—bI+IfE)—b1<e2+e2=e 
Ce qui prouve la condition nécessaire. 
Prouvons la condition suffisante. Supposons que pour € > Ü 


arbitrairement donné, il existe un Ô = Ô (e) > 0 tel que pour tous 
z, x E X vérifiant les conditions 


OLIr—al<ô(e), 0<]:  —a|<6 (E), (5) 
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l'on a 
[fa —1&)I1<e. (6) 


Soit {r,}C X (x, = a) une suite quelconque convergeant vers a. 
Montrons que {f (x,)} est une suite fondamentale. En effet, puisque 
Zz, + @, il existe un entier V tel que pour tout n > N 


0<I|rz, —a|<&6(e). (7) 
En vertu de (5) et (7) il résulte de (6) que 


| f (Œn) —f (Em) | < 8, 


pour nr. m > N. 

La suite {f (x,)} est donc fondamentale et par conséquent elle 
converge (théorème 3.14). 

Montrons que la limite de la suite {f(x,)} ne dépend pas du 
choix de la suite {x,}. Supposons, en effet, qu'il existe deux 
suites {x,)}CX et {z,}CX (1, a, x, a) convergeant vers a 
telles que f(xr,) —+ b, f(r,) — b, bb. Considérons la suite 


VAE CAE To; Ts, . + + Th: ZT h) e ee ex 


convergente vers a. Or la suite correspondante 
À Ci). (mi), . .., f (œu). Ÿ Ga), - 


diverge manifestement. ce qui est en contradiction avec ce qui 
précède. Lessuites {f (x,)} ont donc la même limite. En vertu de la 
définition 2, f (x) a une limite lorsque z— a. C.Q.F.D. 


2. Théorèmes fondamentaux sur les limites. 


Théorème 4.4. Si f (x) et g (x) sont des fonctions définies sur le 
même ensemble X el lendant respectivement vers b et c lorsque x— a. 


alors f (x) + g (x), f(x) gx) et ele (x) 0 pourr EX etc] 


ont des limites lorsque x— a, et de plus 
a) lim(f(r)+g(a))=b+c, 


b) limf(z) g (x) = be, 
Un 


xæa 8 (7) “2 
Démonstration. Soit {r,}CX (x, a) une suite quel- 
conque convergeant vers a. D'après la définition 2 de la limite 
d'une fonction, les suites correspondantes {f(x,)}, {g(r,)} tendent 
respectivement vers b et c. D’aprèsle théorème 3.3, les suites 


5® 
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{f(an) + 8 (æn)}, (En) E(&n)} et (E) tendent respectivement 
vers bæ+c, bc et b/c. En vertu de la définition 2, ces nombres 
sont les limites des fonctions f(r)+g(x), f(x)g(zx) et re 
lorsque z + a. C.Q.F.D. 


Exemples. 1. Montrons que lim zx = a. En effet, pour un 


x-a 
eg >> 0 arbitrairement donné, choisissons Ô = e; pour |z—a|<à 
on a alors [T—al<e. 


2. Montrons que limzx"—=a" (n=>1). 


x—+a 
D'après la formule b) du théorème 4.4, on a 
lim z"=limz-limr""t:=(limz) limz"2=...-(limzr) = a". 
3. Calculons lim 1 TES . , OÙ P,(x)=ar +az"1+...+an, 
On (x) = DT" + pat + L...+b,h et Qhn (a) Æ0. 


D'après les formules a), b) et c) du théorème 4.4, on a 
lim-2r @ — _Pn(a) 
x—a Qm (x) Qm (a) 
Théorème 4.5. (Théorème de comparaison.) Soient f (x), g (x) et 
h (x) des fonctions définies sur le même ensemble X. Si 


a) f(x) <L£g(z), EX, et si f(x) et g(x) possèdent des limites 
lorsque z— a, alors 


limf(z)<limg(z)*); 
X-a X—a 
b) f(r)<h(x)<Lg(x), EX, et si f (x) et g(x) ont la même 
limite lorsque x— a, alors h (x) admet aussi une limite en a, et de plus 
limf(rx)=limg(r)=limk(x). 
Démonstration. Elle résulte de la définition 2 de la 


limite d’une fonction et du théorème de comparaison 3.4 pour les 
suites numériques. 


3. Limite à droite et à gauche d’une fonction. Soit y = f (x) une 
fonction définie pour 4 <zr<a (resp. a Lx < 2%). 


Définition. On dit qu'un nombre b est la limite à droite (resp. 
à gauche) de la fonction f (x) lorsque z—+ x, si pour tout 8 > 0 il 


*) Si f(r) Lg(x), zE X, on peut seulement affirmer que lim f(r) < 
< lim g (r) (comparer avec le théorème 3.4), 7. 
x—-a 
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existe un Ô — Ô (£) > Otel que pourtous les zx E x,, al (resp. 
z E Ja, x,l) satisfaisant les conditions 
OLzr—zr <LÔ(E) (resp. 0 Lx, — x < 6 (s)) 
l'on ait 
|f()—b|<e. 


Pour représenter la limite à droite (resp. à gauche) on se sert des 
notations suivantes: 


b= Le f(x)=f(xo+0) (resp. b= lim FG)= Go 0). 
X—X0 X—Xxpo—! 
Exemple. La fonction f (x) = LEL est définie pour zÆ0. Il 
est évident que 
p À 


lim f(x)= lim ——1, Jim f(x) lim —=-——1{. 
x—0+0 x—0+0 Ÿ x—0—0 x+0-0 Ÿ 


Théorème 4.6. Une fonction f (x) définie sur un intervalle ouvert P 
possède une limite b lorsque x tend vers x, € P si et seulement si elle en 
possède une à droite lorsque x— x, + O et une à gauche lorsque z—+ 
— Zoo — 0 et ces deux limites sont confondues. 

Démonstration. Si la fonction jf (x) admet une limite b 
lorsque z— x,, ce nombre sera, en vertu de la définition 1, limite 
à droite et limite à gauche de f (x) lorsque z— 2,. 

Supposons maintenant que la fonction f (x) possède une limite 
à droite et une limite à gauche égales à b. En vertu de la définition 
de la limite à droite et de la limite à gauche, pour € > 0 il existe 
des nombres 6, > 0 et 6, > 0 tels que |f(x)—b|<e pour 
O<Lrz—zx, <<, ou pour 0<<Lzrz, —r<Ôô.. En prenant ô = 
— min {6,, ô.}, on trouve que |f(r)—b|<e pour 0 < 
<|z—zp|< 6. Ce qui exprime que lim f(x) = b. C.Q.F.D. 


XXe 

4. Limites infinies. Limites d’une fonction lorsque x— + co. 
Supposons que la fonction f (x) est définie sur un ensemble X. Soit a 
un point d'accumulation de X. 


Définition. Si pour tout £ >> 0 on peut exhiber un nombre ô > 0 
tel que 


ft) >E (resp. f(x) << — E) 
pour tous les z € X vérifiant les conditions 0 <]xz—a|< ô, on 


dit que la fonction j (x) {end vers + © (resp. — ©) lorsque z—+ a. 
On note ceci 


lim f(r)= +oo (resp. lim f(x) = — oc) 
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ou encore 
f (x)— + o lorsque x— a (resp. f (x) —> — © lorsque x—- a). 


Exemple. Il est évident que lim 


X—( 


— + 0. 


(r — a)° 


Remarques. 1. Si Him |f(2)1 = + c, on écrit souvent lim f (x) — 
X—aq 
= © où encore f (x) - — æ lorsque x —+ a. 


2. Comme plus haut on peut définir les limites à droite et à gauche 


lim f(r)=+oo, lim f(r)— +o. 
X—a+t({ X—a—0 
Supposons que la fonction f (x) est définie pour x > a (resp. 
zx <a). 


Définition. On dit qu'un nombre b est la limite de la fonction 
Î (x) lorsque z— + © (resp. z— — o) si pour tout € >> 0 on peut 
exhiber un À > 0 tel que | f (x) — b | << £ pour tous les x satisfai- 
sant les conditions t >a, x > A (resp. r <a, x << — À). 

Dans ce cas on se sert des notations suivantes: 


lim f(r)=b (resp. lim f(x) =b) 
X—> + 00 X— —00 
ou encore | | 
f (x) — b lorsque z—> + oo (resp. f (x)}—- b lorsque x—> — oo). 
Remarques. 1. Si la fonction f(r) possède des limites lorsque 
x — + oo et lorsque r —— —o et si lim f(x)=— lim f(r) —b, on 


écrit alors to b ou encore f(x) —+ b lorsque x —+ co. 


2. On "définit de facon aralcgue Îles limites de la forme 
lim f(r)=+o, lim f(r) = +o, etc. 

X + +00 X— 00 

3. On a un théorème identique au théorème 4.4 où les limites 
des fonctions f (x) et g (x) sont envisagées pour z—- + oc (ou co). 

4. On a également le critère de Cauchy suivant: pour que la fonc- 
tion f(x) possède une limite lorsque x— + © (resp. z—> — oo). il 
est nécessaire et suffisant que pour tout e > 0 il existe un À >> 0 tel que 
1] (x) —f(x')|<e pour tous zx, z'Ela, + ol (resp. zx, 

zx’ El— co, al) satisfaisant les conditions x > À, x’ > A (resp. 
z<— À, x << — À). 


Exemple. Pour la fonction f (x) — 1 + 1/x on a de toute évidence 


lim f(x) — on f(x) = one CE) =": 


X— + oo 
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$ 3. Fonctions continues 


1. Définition d’une fonction continue. Points de discontinuité. 
Soit f (x) une fonction numérique définie sur une partie À de l’en- 
semble des réels. 


Définition. On dit que la fonction f (x) est continue en x,, point 
d'accumulation de X, æ EX, si 


lim f (x) = f (a). (1) 


Si z, est un point isolé de X, la fonction f (x) est considérée comme 
continue en x, * 

Cette définition peut être énoncée de la manière suivante en ter- 
mes de € et de à. 

On dit qu'une fonction f (x) est continue en un point x, € À si pour 
tout £ >> O on peut exhiber un ô = 6 (e) > 0 tel que pour tout x € À 
satisfaisant la condition 


| Ir l<6(e) @) 
l'on ait 
If()—f(m) 1 <e. (3) 


En effet, si x, est un point d accumulation de X, les condi- 
tions (2) et (3) réprennent la définition de la limite d’une fonction. 
Si x, est un point isolé, le seul élément de X à satisfaire la condition 
(2) pour Ô — à (e) assez petit sera le point x,. et la condition (3) 
est remplie dans ce cas aussi. 


Remarque. Contrairement à la définition de la limite d'une 
fonction f (x), la variable x peut prendre la valeur x, dans l'inéga- 


lité (3). 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) est continue sur un 
ensemble ZX si elle l’est en chaque point x de À. 


Définition. Tout point x, € À en lequel la fonction f (x) est 
continue s'appelle point de continuité de f (x). Tout point x, € X qui 
n'est pas point de continuité de f (x) s'appelle point de discontinuité 
de f (x). 

Si f (x) possède une limite lorsque z— x, mais que lim f(x) = 


Æ f (to), le point x, s'appelle point de discontinuité artificielle de f (x). 


*) Cette convention permet de simplifier l'énoncé de nombreux théorèmes 
sur les fonctions continues. 
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Remarque. Si x, est un point de discontinuité artificielle de 
1 (x), la fonction 
f (2) si zÆzo (TE X); 
8(2)=À lim f(x) siz=x 
X—Xx0 
sera continue au point z,. Cette fonction diffère de j (x) uniquement 
par sa valeur au point x, (fig. 3). 
Exemple. Soit 
z si zZ0; 
(= | 1 siz=0. 


Il est évident que limf(z)—0. Le point O0 est un point de dis- 
x—+0 


continuité artificielle. 
Supposons que f (x) est continue sur un intervalle ouvert P, et 
soit TL EP 


Définition. Si lim f(:) = f(x+0) et Jim f (x) = f(zo —0) 


x+x0+ 0 
et de plus f (zx, + 0)  f (xo — 0), on dit que z, est un point de dis- 
continuité de première espèce (fig. 4). 


yÿ 
txt ------ < 


Fig. 3. Fig. 4 


Si l’une au moins des limites di 1) ou lim f(x) n'existe 
X—xo—0 
pas, le er x, S’appelle point de Diecontinité de deuxième espèce. 


Si lim f(z) = f(xo + 0) (resp. _lim f(x) = f(zo — 0)) et 


Xx—xo+0 xp— 0 
f (&o + 0) = f (to) (resp. f (zo — 0) = 1 (&)), la fonction f (x) est 
dite continue à droite (resp. à gauche). 
Exemples. 1. Soit 
4 sixz>0;: 
onu | 0 si z=0; 
—1 si z<0. 
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De toute évidence, lim f(x)=1, lim f(x)=—1, f(0)=0. Au 
z—0+0 x—-0—0 
point O la fonction sgn zx présente une discontinuité de première 
espèce. 
2. Soit 


À > 
sin— si zt>0; 
Î @= à 
0 si z<0. 
La fonction f (x) n’admet pas de limite lorsque z— 0 + 0, puisque 
f(zx)— 0 pour x, = {/nn et f (x,)— 1 pour x, — 1/ (5 + 2an) | 
De toute évidence, lim f(x) = 0. La fonction f(x) est donc 
x—U0U-0 

continue à gauche au point O et y présente une discontinuité de 
deuxième espèce. 


2. Propriétés générales des fonctions continues. 


Théorème 4.7. Si f (x) et g (x) sont des fonctions définies sur le 
même ensemble X et continues en zx, il en est de même des fonctions 
f(æ)+g(z), f(x) g (x), ne (dans le dernier cas g(x) = 0 pour 
zE À). 

Démonstration. Elle résulte de la définition d'une 
fonction continue et du théorème 4.4. 


Définition. On dit qu’une fonction f (x) définie sur un ensemble X 
est majorée (resp. minorée) sur X si l’ensemble de ses valeurs ŸY — 
= {y:y = f(x), zE X} est majoré (resp. minoré). 

En d’autres termes, une fonction f (x) est majorée (resp. minorée) 
sur un ensemble X s’il existeun nombre M (resp. m) tel que f (x) < AJ 
(resp. f (7) > m) pour tous les x € À. 

Le nombre M (resp: m) s'appelle majorant (resp. minorant) de 
la fonction f (x) sur l’ensemble X. 

Si l’ensemble des valeurs Ÿ de la fonction f (x) est majoré (resp. 
minoré), il admet en vertu du théorème 2.3 une borne supérieure 
(resp. inférieure) notée sup f (x) (resp. inf f (r)) et appelée borne 

x 


supérieure (resp. inférieure) de la fonction f (x) sur l’ensemble X. 


Théorème 4.8 (de limitation locale d'une fonction continue). 
Si une fonction f (x) est définie au voisinage d'un point x, et continue 
en ce point, il existe un voisinage | zx — x, |  Ô de x, dans lequel 
cette fonction est bornée. 


*) Si dans les hypothèses du théorème on prend pour voisinage de x l'in- 
tervalle semi-ouvert {r,, x, + a [(resp.] x, — a, rol), la fonction f (r) garde 
son signe sur l'intervalle semi-ouvert [r,, ro + Ôl (resp. ]ro — 6, xol). 
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Démonstration. Par définition de la continuité de la 
fonction f (x) en x,. pour tout e => 0 on peut exhiber un ô = 6 (e) > 
> 0 tel que |f(x) — f(x) | Le pour [z—z, [LÔô(e). En se 
donnant arbitrairement e > 0, on trouve que f (x5) — e << f (x) < 
< f (20) + & pour [rx — x] << 6, c'est-à-dire que la fonction f(x) 
est bornée dans le voisinage | z — x, |  ô. C.Q.F.D. 


Théorème 4.9. Si une fonction f (x) est définie au voisinage d'un 
point x,. continue et non nulle en x,, il existe un voisinage | x — x, | < 
<< Ô de x, sur lequel f (x) ne change pas de signe *). 

Démonstration. Supposons par exemple que f (z,) > 0. 
De la définition de la continuité de f (x) en x, on déduit que — f (x,)< 
< f (x) — f (&o) < f (&) pour € = f (to), c'est-à-dire que f (x) > 0 
pour [z—z | << Ôô. C.Q.F.D. 


Définition. Soient données deux fonctions: { = f (x) et y = (ft) 
telles que l’ensemble des valeurs de f (x) soit contenu dans l’ensem- 
ble de définition de  (t). La fonction y = œ (f (x), qui est définie 
sur le même ensemble XÀ que f (x), s'appelle composée des fonctions f 
et g: 


Théorème 4.10 (de continuité de la composée de fonctions). Si 
une fonction f (x) est continue en un point x, et une fonction qœ (t). au 
point !, = f(x). la composée y = w (f (x)) sera continue en xs. 

Démonstration. La fonction œf(t) étant continue au 
point {, = f (x,). pour tout & >> 0 on peut trouver un 6, > 0 tel que 
pour tous les { (pris dans le domaine de définition de œ (f)) satis- 
faisant [a condition 


[t— to | << Ôs, (4) 
l'on ait 
[op () — po) 1 < e. (5) 


De la continuité de la fonction f (x) en x, il s'ensuit que, pour le 
nombre 6, > 0 trouvé, on peut choisir un ô > 0 tel que pour tous 
les x (pris dans le domaine de définition de f (x)) satisfaisant 
l'inégalité 

| T— TL | < ô, (6) 

l'on ait 
| f (@) — f (&o) | < 1 *). (7) 
En faisant t — f (x), {, — f (x) et les inégalités (6), (7) aidant, on 
déduit de (4), (5) que | @ G (x)) — q G (to)) | << e pour |z — x | 


*) 6, joue le rôle de e dans la définition de la continuité de f (r). 
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<< ôÔ. autrement dit la composée y = @(f(x)) est continue au 
point z,. C.Q.F.D. 


Remarque. Soit x, un point d'accumulation de X. La fonction 


composée étant continue en z,, on a lim œf(f(x)) = œ (f (x)), 
X—X) 
égalité qui peut encore s'écrire 


aus p(f(x))= (lim Î (x)) 


(f (xo) = ns puisque la fonction f(r) est continue en x). 


Donc, passage à la limite et continuité de la fonction sont permu- 
tables. 


$ 4. Propriétés des fonctions continues 
sur un intervalle fermé 


Dans ce paragraphe on étudiera les propriétés des fonctions con- 
tinues sur un intervalle fermé [a, bl]. 


Théorème 4.11 (Cauchy). Soit f (x) une fonction continue sur un 
intervalle \a, b] telle que f (a) Z f (b). Pour tout C compris entre f (a) 
et f (b). il existe au moins un point c € Ja, bl tel que f (c) = C. 

Démonstration. Supposons par exemple que f (a) < 
< f (b) et f (a) << C << Ÿ (b). Considérons la fonction g (x) = f (x) — 
— C qui est visiblement continue sur [a, b]l. De plus. g (a) < O0 et 
£g (b) >> 0. Pour prouver le théorème. il suffit de montrer qu il existe 
un point c € la. bf tel que g (c) — 0. 

Appelons X l'ensemble des points x € [a. b] tels que g (x) < 0. 
Cet ensemble n'est pas vide (a € X) et est majoré. par exemple. par 
le nombre b. Il admet donc une borne supérieure en vertu du théore- 
me 2.3. Posons c — sup X. Montrons que a << c. En effet, puisque 
g (a) < 0. le théorème 4.9 nous dit que g (x) << 0 sur un interval- 
le [a, a + ô| et par suite c > a. On démontre par analogie que 
c<< b. Ainsi cE Ja, bl. 

Montrons que g (c) — 0. Supposons par absurde que £g (c) # 0. 
Si g (c) > 0. il existe en vertu du théorème 4.9 un voisinage du 
pointctel queg(x) > 0 pour zx € le — Ô, c + ôl. Mais dans ce cas le 
point c ne peut être borne supérieure de X, puisque l'intervalle 
Je — 6, c] doit contenir des points de l’ensemble X (en lesquels 
g (x) < 0). Cette contradiction montre que l'inégalité g (c) > 0 
est impossible. On démontre de façon analogue que g(c) << 0 n'a 
pas lieu non plus. Donc g(c) = 0. C.Q.F.D. 


Remarque. Géométriquement, le théorème prouvé exprime que la 
droite y = C coupe le graphique de la fonction y — f(x) en un 
point au moins (fig. 5). 
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Théorème 4.12 (Weierstrass). Une fonction f (x) continue sur un 
intervalle (a, b] est bornée sur cet intervalle. 

Démons trat ion. Supposons par absurde que la fonction 
continue f (x) n'est pas bornée sur [a, b]. Pour tout M >> 0 on peut 
trouver alors un point xE€la, b] tel 
que |f (x) | > W. 

Prenons WM=—n (n—=1, 2, . 
et construisons une suite {r,}c [a. b] 
telle que 


[f@)1>n. (1) 


La suite {x } est bornée. D'après le 
théorème (3.11) de Bolzano-Weierstrass, 
on peut en extraire une suite conver- 
gente {x,,}. Supposons que z,, —+ x. Puisque a x, < b, on à 
a z0< b d'après le théorème de comparaison. La fonction f (x) 
étant continue, il vient f (x,,)— f (to), ce qui est impossible puisque 
l'inégalité (1) implique que If) 1>r et f (Zn,)—+ oo. Cette 
contradiction prouve le théorème. 

Théorème 4.13 (Weierstrass). Une fonction f (x) continue sur un 


intervalle {a, b] atteint ses bornes supérieure et inférieure sur cet inter- 
valle. 


Autrement dit, on peut trouver des points x. x E la, b] tels que 


f(x)=: inf f(x), f()=sup f(x). 
_ [a, b] [a, b] 


Démonstration. Il suffit de prouver la partie concer- 
nant la borne supér'eure, puisque inf f (x) = — de (—f (x)). 


Soit M = np Il faut Did ee l'existence ‘ dub point 


zEla, b] tel que ’ (x) = M. Supposons que ce point n'existe pas. 


La fonction g (x) — serait alors continue sur [a, b] en 


M — f(x) 
vertu du théorème 4.7. On aurait de toute évidence g (x) > 0 sur 


{a, bl. La fonction g (x) serait majorée par un nombre M, d après 
le théorème 4.12: g(x) — 
pliquerait que 


M—f(z) < M,;. Cette inégalité im- 


F(DSM—-<M, 


ce qui est impossible, puisque M est le plus petit majorant. Cette 
contradiction prouve le théorème. 
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Remarques. 1. Dans les hypothèses des théorèmes 4.12 et 4.13, 
il est essentiel que la fonction f (x) soit continue sur un ensemble 
borné fermé. Illustrons ceci sur les exemples suivants. La fonction 
y = Â/x est continue sur l’intervalle J0, 1] (qui est un ensemble 
borné non fermé) et pas bornée sur cet intervalle. La fonction y= 
= Arc tg x est continue sur la droite numérique tout entière (qui est 
un ensemble fermé non borné), mais n'atteint ni sa borne supérieu- 
re M = :x/2 ni sa borne inférieure m = — 1/2. 

2. L'ensemble Ÿ des valeurs d’une fonction f (x) continue sur 
un intervalle [a, b] est l'intervalle [m, M], où m — ue (x), 

a, 

M = ue f (x). (Cet intervalle se transforme en un point lors- 
a, b 


que m —= M, c'est-à-dire lorsque la fonction f (x) est constante.) 
En effet, le théorème 4.13 nous dit que Y & [m, Mlet de plusm, ME 
€ Ÿ, et le théorème 4.11, que la fonction f (x) prend toutes les va- 
leurs intermédiaires comprises entre m et M. 

3. Si le domaine de définition d'une fonction continue f (x) est 
un intervalle P, il en est de même de son ensemble de valeurs f (P). 


En effet, il est aisé de montrer que l'intervalle P peut être re- 
présenté par la réunion 


FU, [ans ba], où [ah, bal = [an +1 On+1]. 


(Par exemple, ]a, + oo[ = Ù. {a+ {/n, n].) Comm>3 prouvé plus 
n = 


haut, l'ensemble des valeurs de la fonction f (x) définie sur 1a,, b,]l 
est aussi un intervalle. Désignons-le par [4,, B,1. Il est évident que 
[4», Bale (Aus, Baul. Il est immédiat de voir que f(P) = 


De U. [An Bal est un intervalle, 
n= 


Définition. On dit qu’une fonction f (x) est uniformément continue 
sur un ensemble X si pour tout e > 0 on peut exhiber un ô = 6 (e) > 
> 0 tel que pour tout couple de points x, z’ € X satisfaisant la 
condition [z —zxz |<ô(e) on ait [f(r) —f(z')| Le. 

Il est évident qu'une fonction f (x) uniformément continue sur un 
ensemble X est continue sur X. 

Pour bien différencier les notions de continuité uniforme et de 
continuité d'une fonction f (x) sur un ensemble X, définissons la 
continuité de f (x) sur X : f (x) est continue sur X si pour tout x € X 
et tout e >> 0 on peut exhiber un nombre 8 = 6 (x, &) > 0 tel que 
pour tout x € À satisfaisant la condition | z — z’| 6 (x, e) l’on 
ait | f(x) —f (x) | << e. Donc, le nombre 6 = 6 (x, e) dépend non 
seulement de e mais aussi de z. Si en revanche la fonction f (x) est 
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uniformément continue sur X, le nombre à — 6 (€) peut être choisi 
indépendant de x. 


Exemple. La fonction f (x) = 1/zx est continue sur À = J0.+ ol. 
Montrons qu'elle est uniformément continue sur cet ensemble. 

En supposant le contraire on constate que pour tout € >> 0 on 
peut exhiber un Ô = 6 (e) > 0 tel que pour 


zx, T'>O0, |z—z | LÔ(e) (2) 

l'on ait 
; 1 | —z ; 
(= <e. (3) 


Si Oz<ô(e) et Oz’ <LÔ(E), les conditions (2) sont 
satisfaites et par suite on a l'inégalité (3). L'inégalité (3) implique 


que la fonction g (x) = EI soit bornée pour 0 < x << 6 (e) 

à x’ fixe (0Lzx'<<Ô(E)). Or lim g(xr) = + oc. Cette contra- 
x—0+0 

diction montre que la fonction f(x) = 1/xz n'est pas unifor- 

mément continue sur l'ensemble X = ]J0, + ol. 


Définition. On appelle oscillation d'une fonction f (x) bornée sur 
un ensemble X le nombre w = sup f (x) — inf jf (x). 
x X 


De la définition de la continuité uniforme, il s'ensuit que pour 
tout € >> 0 on peut exhiber un à = 6 (£) > 0 tel que l'oscillation 
de la fonction f (x) sur l'intersection de tout intervalle fc, d] avec 


l'ensemble X soit  & si d — c << Ô (E). 


Théorème 4.14 (Cantor). Une fonction f (x) continue sur [a, b] 
est uniformément continue sur la, b]. 

Démonstration. Supposons par absurde que la fonction 
f (x) n’est pas uniformément continue sur [a, b]. Pour un e 0 et 
pour tout ô>0 on peut trouver des points zx, x’ € [a, bl, 
|z — zx | << Ô tels que | f(x) —f (x) |2> €. 

Prenons une suite de nombres strictement positifs {6,} conver- 
geant vers 0 et construisons deux suites {r,}c la. blet {x,}c la, b 
telles que 


|Tn — In | <'Ôn (4) 
mais 


| (&n) — f (r) 12 €. (5) 


De la suite bornée {z,} on peut d’après le théorème de Bolzano- 
Weierstrass 3.11 extraire une suite {x,,} convergente. Soit Zn, Zo- 
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Il est clair que x, € [a, b] (puisque {x,,}c [a, bl). L'inégalité (4) 
implique que 
Tny — ny <En, < Tny F Ônp- 


En faisant tendre k—- co, on trouve que In, + 25: 

Donc, les suites {z,,} et {z1,} tendent vers la même limite 
to € la, b]. La fonction f (x) étant continue en z,, les suites {/ (x,,)} 
et {f (zn,)} doivent tendre aussi vers la même limite f (x). Or ceci 
est impossible, puisque l'inégalité (5) implique que |f (Zn,) — 
— f (xn,) 12 e. Cette contradiction prouve le théorème. 


Remarque. Les théorèmes 4.12 à 4.14 sont valables dans le cas 
où la fonction f (x) est continue sur un ensemble X borné fermé. 


S 5. Fonctions monotones 


Les fonctions monotones ont été définies au $ 1. Elles forment 
une importante classe el possèdent de nombreuses propriétés spécifi- 
ques que nous allons étudier. 


Théorème 4.15. Si une fonction f (x) est monotone sur un intervalle 
ouvert P, elle admet en chaque point x, € P les limites à gauche et 
à droite 

nie 14)=/Go—0), can FD REP 0) 
X—Xx9 


et de ne 
Î &o — 0) f (&)< f (&o + 0) 
(resp. f (6 —0)2> f (@o)> 1 @o +0)) (1) 


si f (x) est croissante (resp. décroissante). 

Démonstration. Pour fixer les idées on admettra que la 
fonction f (x) est croissante sur l'intervalle P. L'ensemble de valeurs 
de la fonction f (x), x<zr,, x EP, est majoré (puisque f (x) < 
< f (x))) et par suite admet une borne supérieure M. Il est évident 
que MWM</f(x).  Montrons que Jim f(x) = f (x, — 0) == AM. 

X—X0- 1) 
En effet, par définition de la borne supérieure, pour € > 0 donné, 
on peut trouver un Ô > 0 tel que M — € << f (x, — 6) L M. Comme 
f (x) est croissante, on a M—e<f(rx, — 5) f (x) L M pour 
Zo — 0 LTz<L< TX. Il s'ensuit que M—Ee<f(x)} << M pour x, — 
—Ô<r<zx, Donc lim f(x) = f(x —0) = M< f(x). 


Xo—0 


On démontre de façon analogue que Ain J (x) = f Ge + 0)> 
> f (to). C.Q.F.D. 
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Corollaire. La fonction monotone f (x) est soit continue, soit pré- 
sente une discontinuité de première espèce en chaque point x, € P, 
autrement dit, une fonction monotone n'admet pas de discontinuité de 
deuxième espèce. 

Démonstration. En vertu des inégalités (1) la fonc- 
tion f (x) est continue en zx, si f (z9 — 0) = f (x0 + 0), et présente 
une discontinuité de première espèce, sinon. 


Théorème 4.16. L'ensemble des points de discontinuité d'une fonc- 
tion f (x) monotone sur un intervalle ouvert P est au plus dénombrable. 

Démonstration. Supposons pour fixer les idées que la 
fonction f (x) est croissante. Soit x, € P un point de discontinuité 
de f (x). En vertu de (1), on a alors 


Îf (&o — 0) <f (x + 0). 
Le théorème 2.1 affirme l'existence d'un rationnel r tel que 
f (Go —0) <r<f(x + 0). 


Donc, à chaque point de discontinuité est associé un nombre 
rationnel. Si x, et x,, t, << x,, sont deux points de discontinuité et 
r. et r,, les points rationnels correspondants, alors r, € f (x, + 0) 
L f(x: — 0) Lr,, c'est-à-dire que r, <r,. Donc, à des points de 
discontinuité distincts sont associés des rationnels distincts. On 
a ainsi établi une correspondance biunivoque entre l’ensemble des 
points de discontinuité d’une fonction monotone sur P et un sous- 
ensemble de l'ensemble des rationnels qui, en vertu du théorème 1.3, 
est dénombrable. C.Q.F.D. 


Exemple. Si la fonction f (x) n’est pas monotone sur P, l’ensemble 
des points de discontinuité peut être non dénombrable. Ainsi la 
fonction de Dirichlet 


0 si x est irrationnel, 


a=l 


admet des discontinuités en tous les points de la droite numérique 
]—00, + co|. 


si x est rationnel 


Comme signalé plus haut (cf. remarque de la page 77), l’ensemble 
de valeurs d’une fonction f (x) continue sur un intervalle [a, b] est 
un intervalle ferm5. Donc, pour qu’une fonction f (x) soit continue 
sur [a. b]l, il est nécessaire que l’ensemble de ses valeurs soit un 
invervalle fermé. Il s'avère que cette condition est suffisante pour 
les fonctions monotones. 


Théorème 4.17. Si une fonction f (x) est monotone sur un intervalle 
(a, b]l et l'ensemble de ses valeurs est un intervalle fermé, alors elle est 
continue sur [a, b]. 
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Démonstration. Supposons par absurde que la fonc- 
tion f (x) est discontinue sur [a, b]. On admettra que f (x) est crois- 
sante pour fixer les idées. Si z, est un point de discontinuiteé, alors ou 
bien f (x, —0) << f (x), ou bien f (xs) << f (ro + 0). Dans le premier 
cas f (x) < f (to — 0) si zL ro, ft) > f (to) Sir > Lo, C'est-à-di- 
que la fonction f(x) ne prend pas ses valeurs sur l'intervalle 
Ïf (zo — 0), f (xl. De façon analogue on montre que dans le deuxiè- 
me cas, la fonction f (x) ne prend pas ses valeurs sur l'intervalle 
Jf (to), f (&o + 0). Dans les deux cas l’ensemble de valeurs ne peut 
être un segment. Cette contradiction prouve le théorème. 


Théorème 4.18. Si une fonction f (x) est continue et strictement 
croissante (resp. strictement décroissante) sur un intervalle (a, b], elle 
admet une réciproque x = œ (y) continue et strictement croissante 
(resp. strictement décroissante) sur l'intervalle [f (a), f (b)] (resp. 
(f (b), f (a)l). 

Démonstration. Pour fixer les idées, on admettra que 
f (x) est strictement croissante sur [a, b]. L'ensemble des valeurs 
de la fonction continue f (x) est l'intervalle [f (a), f (b)]. puisque 
f (a) << f (x) f (b) pour tout x E [a, blet, en vertu du théorème 4.11, 
toute valeur de l'intervalle {f (a), f (b)] est prise une fois au moins 
par la fonction f (x). 

La fonction f (x) étant strictement croissante sur [a, b], elle admet 
une réciproque x — (y) définie sur l'intervalle [f (a), f (b)] et 
prenant ses valeurs sur l'intervalle [a, b]. 

La fonction (y) est strictement croissante. En effet, si l'on 
admet le contraire, on trouve des nombres y,, y, € [f (a), f (b)], 
Yi LV», tels que p(y:)> p(y.). Or dans ce cas f (p(y))> 
> (œ (y.)), c'est-à-dire que y, > y», ce qui contredit l'inégalité 
Y1 < Ye. 

La fonction (y) est continue sur l'intervalle [f (a), f (b)] d’après 
le théorème 4.17. C.Q.F.D. 


Corollaire. Si une fonction f (x) est continue et strictement croissante 
(resp. strictement décroissante) sur un intervalle P, sa réciproque x — 
— © (y) est continue et strictement croissante (resp. strictement décrois- 
sante) sur l'intervalle f (P). 

Démonstration. Effectuons-la pour le cas où f(x) 
est strictement croissante. 

Comme prouvé plus haut (cf. remarque 3 page 77), si une fonc- 
tion f (x) est continue sur un intervalle P, son ensemble de valeurs 
f (P) est aussi un intervalle. La réciproque z — œ (y) est donc définie 
sur l'intervalle f (P). 

D'après le théorème 4.18, la fonction réciproque x — (y) est 
continue sur tout intervalle [4, B]f(P), puisque la fonction 


6—01289 
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j (x) est continue et strictement croissante sur l'intervalle 
[o (4), æ(B)l = P. On en déduit que la fonction x = œ (y) est 
continue sur l'intervalle f (2). C.Q.F.D. 


$ 6. Fonctions élémentaires et leur continuité 


1. Fonction puissance à exposant rationnel. La fonction puis- 
sance y = x", n = À, 2, ..., est continue sur la droite numérique 
tout entière. En effet, y — x" est le produit de n fonctions continues 
(théorème 4.7). 

La fonction y = x", n = 1, 2, ..., est continue pour x # (0. 
En effet, la fonction y = x-" — 1/r" est continue pour zx 0 
d’après le théorème 4.7. 

La fonction y = Yzx,n — 2 3,.-.., x> 0, qui est réciproque 
de la fonction continue x = y", y> 0, est Continue d’après le théo- 
rème 4.18. 

Soit r — p/q (q> 2, p, entier) un nombre rationnel. La fonction 
y = x" = (Ÿzx)P est continue pour zx >0 d’après le théorème 
de continuité d'une fonction composée. (Ici f (x) = Ÿx, œ (t) = tP.) 

2. Fonction exponentielle y — a* (a > 0). D'après le n° 1, la 
fonction exponentielle y — a* est définie pour tout nombre ration- 
nel x. 

On admettra provisoirement que a >> 1. 

La fonction f (r) — a” considérée sur l’ensemble des nombres 
rationnels possède les propriétés suivantes: 

1) aritra = ariar:. 

2) Si r, <<, alors art <Zar? (a> Î). 

3) La fonction f (r) — a’ est continue en 0, c'est-à-dire que 
lim a’ — 1. 


7—+0 
4) Si {r,} est une suite convergente de nombres rationnels, la 


suite {a’r} est fondamentale, donc convergente. 
Les propriétés 1) et 2) sont faciles à établir. Prouvons les proprié- 
tés 3) et 4). 


Commençons par la propriété 3). Montrons que 
lim af/" — 1. (1) 


n +00 


Posons al/* —__ 1 — a,. Il est évident que a, = 0. D’après la 
formule du binôme de Newton a = (1 + a,)° = 1 + na, + 


+ EDG + ...>1 + nan, d'où il s'ensuit que 
0<a,<(a —1)/n. 
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D'après le théorème 3.4, on déduit des inégalités obtenues que 
lim a,=limat/"—1—0. 


Ce qui prouve (1). 
De (1) il résulte 
lim a71/ = 1. (2} 
En effet, 
: =yyn LÀ 
Jim a Pie lim a1/ in 


Montrons que lim a" —1. Pour e>>0 arbitrairement 


r—+0 
donné, on peut trouver en vertu de (1) et (2) un m tel que 0 << a!/" — 
—1À<Le, 0<1—-a-!/M<Le. 
D'après la propriété 2), on a 1 — & << a-!/" << am LA + 8. Si 
l’on suppose maintenant que | r | << ô = 1/m, alors 


A—e <a mM£La <a" LA Le. 


Donc 
Ja’ —1]<e 
pour |r|<<6, c’est-à-dire que Jim a” = 1. Ce qui prouve 
r—0 


la propriété 3). 


Voyons maintenant la propriété 4). La suite {r,} étant conver- 
gente, elle est bornée et fondamentale. Donc il en est de même de la 


suite {a’r} (en vertu de la propriété 2)): 
lar| SM. (3) 
D'après la propriété 3), pour € >> 0 donné on peut trouver un 
ô —>0 tel que, pour tout r rationnel satisfaisant la condition 
|r [<< 6, l'on ait 
[a —1 | < e/M. (4) 
La suite {r,} étant fondamentale, il existe un entier V tel que 
pou nr, m>N 
Îrn — Tm | < 6. (5) 
Des inégalités (4) et (5) il résulte pour », m > N 
jan 7m—1| <e/M 
et en vertu de (3) 


[an — a°m| — [am] jan 7"m — 11 <M-= £. 
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La suite {ar} est donc fondamentale. Ce qui prouve la proprié- 


Soit {r,} une suite de nombres rationnels convergeant vers un 
nombre réel zx. Posons par définition a* — lim a’. 


ñn—>00 
…w Comme prouvé plus haut-(propriété 4)), la limite à droite existe 
toujours. Montrons qu'elle ne dépend pas du choix de la suite {ra}. 
En effet, si {ra} et Un} sont deux suites convergeant vers un même 
nombre z,on aan "n—1{ pour r, — r, +0 en vertu de la proprié- 
té 3), et alors 


lim a"n= lim (an—a#)+limanr= 


J1— 00 n— 00 n #00 


— Jim an(an "n—4)+limar= 


fñ—+0 n—+00 
= Jim anlim (an 7n—4{)+liman— lim as. 
non ñn—+00 n+œ0 ñn +0 

Ainsi, la fonction exponentielle y = a*, a > 1, est définie sur 
la droite numérique tout entiere. 

On a les propriétés suivantes: 

1° aMaxs — a%i**: quels que soient les réels x, et z;; 

2° a* >> O0 pour tout nombre réel x; 

3° la fonction exponentielle y — a*, a > 1, est strictement 
croissante ; 

4° la fonction exponentielle y — a* est continue en 0. 

Les propriétés 1° à 3° se vérifient facilement. Arrêtons-nous sur 
la propriété 4°. 

D'après la deuxième définition de la limite d’une fonction, il 
faut montrer que pour toute suite x, 0 la suite des valeurs corres- 
pondantes de la fonction ar +1. Utilisons le fait que deux nombres 
réels distincts encadrent toujours un nombre rationnel (théorème 2.1) 
et construisons deux suites {r,}et {r,} de nombres rationnels telles 
que 


, 1 
Tan in Ci Lt. 
11 est évident que r, +0 et rn +0. Par ailleurs (puisque a > 1), 
an << an € a'n. 
D'après le théorème 3.4, les inégalités établies impliquent que 
an +1. Ce qui prouve la propriété 4°. 
Jusqu'ici nous avons supposé que a > 1. Si 0<a<i, on 
pose par définition 
a — (a): 


Si a = 1, a* = À pour tout x. 
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Il est aisé de voir que pour 0 << a << 1 la fonction exponentielle 
y = a* est strictement décroissante et vérifie les propriétés 1°, 2° 
et 4°. 


Théorème 4.19. La fonction exponentielle y = a*, a > 0, est 
continue sur la droite numérique tout entière, et de plus pour a > 1 
(resp. a < 1) elle est strictement croissante (resp. décroissante) et l'en- 
semble de ses valeurs est l'intervalle ]0, + oo. 

Démonstration. Les propriétés de monotonie de la 
fonction y — a* ont été signalées plus haut. Montrons qu'elle est 
continue. D’après le théorème 4.10 de continuité d'une fonction 
composée *) et la propriété 4°, pour tout réel zx, 

lim a*-x0 — a = 1, 
X—X9 
Donc 
lim a* = lim a*oa*-*o — gxo ]im a*-*0 — ax, 
X—x0 XX X—x0 
c'est-à-dire que la fonction y = a* est continue sur la droite numé- 
rique tout entière. 

Montrons que l'ensemble des valeurs de la fonction y = a* est 

l'intervalle J0, + ol. Supposons par exemple que a > 1. D'après 


Y:109,x(a>1) 


x 
y = log, x (0<b<1) 


Fig. 6. Fig. 7. 


la remarque 3 de la page 77, l’ensemble de valeurs de la fonction 
y — a*est un intervalle P. Comme lim a-" = 0, lim a" = 


fn 00 n — 
= + oo et a* > 0 (d’après la propriété 4°), on a P = ]0, + ol. 
C.Q.F.D. 
La figure 6 représente les graphiques des fonctions y — a* et 
y = a* pour a > i. 


3. Fonction logarithmique y = log, x (a > 0, a  1).La fonc- 
tion logarithmique y = log, x se définit comme la réciproque de la 
fonction z = af. 

D'après le théorème 4.19 et le corollaire du théorème 4.18, cette 
fonction est définie sur l'intervalle ]J0, + oof, strictement croissante 


*“lciqit)=at, t=f(r)=r—-x et y = q(f (x) = a°-%e, 
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pour a >> 1 (resp. décroissante pour 0 << a << 1) et continue sur cet 
intervalle (fig. 7). Les logarithmes dont la base est le nombre e 
s'appellent logarithmes népériens ou naturels. On les note 


log.ez = In x. 


&. Fonction puissance à exposant réel y — z°. Cette fonction 
est définie pour tous les x > 0 et liée aux fonctions exponentielle et 
p. logarithmique par la relation 


1% — ecinx 


La fonction y — 1% est continue pour x > 0 

d'après le théorème 4.10 de continuité d'une 

A fonction composée et de continuité des fonc- 
tions logarithmique et exponentielle. 


5. Fonctions circulaires et leurs réciproques. 
Les définitions et certaines propriétés des fonc- 
Fig. 8. tions circulaires sont bien connues du cours de 
mathématiques élémentaires. Nous montrerons 
ici que chaque fonction circulaire est continue dans son do- 
maine de définition. 
Etablissons préalablement les inégalités suivantes: 


0O<]sinr|<|r|<]|tgr| pour 0<|r|< r/2. (6) 
Considérons le cercle trigonométrique (fig. 8), où BC — 


ET 
= [sin x, DA — |tg x |, AOB — x. Géométriquement il est 
clair que pour 0<|rz|<zr/20ona 


0<+ BC-A0 <+ A0! |r|<+DA:A0, 


où ces expressions représentent respectivement les aires du tri- 
angle AOB, du secteur AOB et du triangle AOD. Cette relation 
s'écrit (puisque AO — 1) 


O<Isinxz|<|rz|<|tgz|. 


Ce qui prouve (6). 
Montrons que la fonction y = sin x est continue sur la droite 
numérique tout entière. En effet, puisque 
To é T+T) 


. . . TI — 
sin T— sin 2, —2sin —5— co > à 


l'inégalité (6) nous donne (pour [r—zx,| << x1/2) 


Iz— ol 


[sin r—sin r,| <2 | sin + < 2 2 _— [IT — xl. 
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Pour & >> 0 arbitrairement donné, choisissons Ô — €. La dernière 
inégalité implique alors que |sinxz —sinxz, | esilxz — zx, | < 6. 
Donc la fonction y = sin x est continue pour tous les x. 

De façon analogue, l'égalité 


T+ro 
) 


To 


. . LI — 
COS Z — COS Zo — —25sin Sin —— 


entraine la continuité de la fonction y = cos x pour tous les x. 
27 et cotgr=—, étant les rapports 
COS TZ Sin TZ 

de deux fonctions continues, sont continues (d’après le théorème 4.7) 
aux points en lesquels cos x et sin x respectivement sont distincts 
de zéro. 

Les fonctions circulaires inverses sont continues dans leurs domai- 
nes de définition. Ainsi par exemple y — Arc sin zx est l'inverse de 
la fonction z = sin y qui est continue, strictement croissante sur 
l'intervalle [—1/2, x/2] et prend ses valeurs sur l'intervalle [—1, 1]. 

La fonction y — Arc sin x est continue sur l'intervalle [—1, 1] 
d'après le théorème 4.18. 


Les fonctions tg x — 


6. Fonctions hyperboliques. Elles sont définies par les relations 
suivantes : 


shr — e_— ; chr= te, het , cothz— ee 4 
2 2 chz sh z 

et s appellent respectivement sinus, cosinus, tangente et cotangente 
hyperboliques. On vérifie sans peine que ch x > 1 quel que soit zx 
et que sh z — 0 seulement pour x = 0. 

En vertu du théorème 4.7 et de la continuité de la fonction e* 
pour tout x, les fonctions hyperboliques sh x, ch x et th x sont con- 
tinues pour tous les z, et coth x pour z &# (. 


$ 7. Calcul de certaines limites 
Théorème 4.20. On a l'égalité 


._. Sinxz 
x—æ0 Ÿ 


Démonstration. L'inégalité 
0O<Isinrz|<|rzr|<|tgz|, 
qui est valable pour 0 << | x | < x/2 (page 86) implique que 
[cos x| < ie | <1 


T 
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pour 0 << |xz|<x/2. Or, si x varie dans les limites indiquées, 
cos x >> 0, sin x et x sont de même signe. Donc 
sin z 


COST —<1 (1) 


pour 0<<}|r| <<x/2. On a limcosz—cos0=1 puisque cosx est 
X—i) 


continu en 0. De l'inégalité (1) il s'ensuit (en vertu du théorème de 
comparaison 4.5) que 


lim #2? 4 
x—( TZ 
C.Q.F.D. 
Théorème 4.21. On a 
2 4 \x 


Démonstration. Comme prouvé plus haut, lim (1 ++) = 


7 00 
— €. Il s'ensuit que pour toute suite {x,} de nombres naturels telle 
que À, —> —+oo, on a 
Û 1 \En 
Lu (1 + —) = €. 


En effet, étant donné que lim (1 + 2)" = e, pour tout e>0 


n-00 


on peut trouver un nombre naturel A7 tel que pour tout m > M 
4 \m 
(+) —el<e 


et puisque Æ, —— +, il existe un W tel que À, > M pour tout 
n > N. Donc pour nr > N 


| (4 +4)" ele, 


Et, par suite, 


lim (1 + 4 e. 
Montrons que 
Jim (1 de +jf=e. (3) 


Dans le langage des suites, la relation (3) exprime que pour toute 
Q e | -xXn e s Ld Cd 
suite zx, —> —+oo, la suite (1 + =) — e. Sans nuire à la généra- 
n 
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lité, on peut admettre que z, > 1. Posons #, — [x,l *). Alors. 
k\ — 0, 
1 


{ ., 
MÉRER de vu 
et 
1 k, 4 \%n 1 \Anti 
Che: » Ml Che Del CRE — Se 
Les termes extrêmes de cette double inégalité possèdent la même. 
limite. En effet, 


{ k +1 
in (gr) ne CE 


k 


in (14 et m4 (14) € 


Jl s'ensuit en vertu du théorème 3.4 que 


: 1 \x 
ba (143) =e 
Ce qui prouve (3). 
Montrons maintenant que 
- 1 \x 
Jim (1+-)=e. (4} 
Posons à cet effet x — —1t — 1. Il est évident que { — —+co lorsque 


z—> —0co. D'après (4), 


in (144) in (1) 


L— — 00 Î— +00 

— |; 1) 1\ — 

= lim 1+ ) (1+ ] e. 
La relation (2) résulte de (3) et (4). C.Q.F.D. 


In (1 +2) InQM+r) 
Z : z LL 


Exemples. 1. Calculons lim Comme 


x—0 


= ]n (1+zx){/ et que la fonction In { est continue au pointe,. 


on a 
lim HE) L Jim In (142) = In (lim (+2) = Ime=1. 
x—0 7 x—0 x—0 


*) [x] désigne la partie entière de zx. 
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Donc 
lim-MGtz) 4 (5) 
x—0 sé 
2. Calculons lim? , Soit z=In({+t). En vertu de (5) 
x—0 
on a alors 
et y. b 
D do — 


$ 8. Comparaison des fonctions 
du point de vue du passage à la limite 


Soient f (x) et g (x) des fonctions définies au voisinage d’un point 
z,. Supposons que lim g (x) = 0. On dit alors que la fonction g (x) 


Xo 
est un infiniment petit au voisinage du point z,. 
Si lim D — 0, on dit que la fonction f(x) est d’ordre su- 
XX 


périeur à g (x) au voisinage du point zx,. On écrit f (rx) = o (g (x)) 
lorsque z —+ x, et on lit «0 petit de g (x) ». 
Les fonctions f (x) et g (x) sont dites équivalentes au voisinage du 
point x, Si 
lim ue É: 


ee 12: 


On note ceci f (x) — g (x) lorsque x —+ x,. 
S'il existe une constante c > 0 telle que 


IfHI<c1g@)1 


dans un voisinage du point z,, on dit que f (x) est d'ordre supérieur 
à g (x) au voisinage de x,. On note f (x) = O (g (x)) lorsque zx —+ x 
et on lit « O grand de g (x) ». 


Exemples. 1. Supposons que f (x) — g (x) lorsque x + x,. Alors 
== — À — a (x) est un infiniment petit pour x —+ x,, d'où il vient 


f@)=8(@) +o(6g(@) (og (x) = à () 8 G@)). 


: sin z 
Comme lim ——— 


x—0 


2. Supposons que 


— 4, on a sinz zx. 


1) _ 


en). 


a, (1) 
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où a << œ. Alors f (x) = O (g(x)). (La limite (1) étant finie, la 
fonction f(x)/g (zx) est bornée dans un voisinage du point z,: 
If (x)/g @I<c et If I<c]lg(@)1) 

Soient f (x) et g (x) des fonctions définies au voisinage d’un point 
z, et soit lim g (x) = co. 


X—Xo 
Les fonctions f (x) et g (x) sont équivalentes au voisinage du point 
To Si 


lim @ 1. 


xx, £ (1) E 


Théorème 4.22. Soient f (x) et g (x) des fonctions équivalentes dans 
un voisinage de Zo. Si 


lim f(x)h(x) =a, 
alors 
lim g(x)h(x) =a. 
XXe 
Démonstration. Les fonctions f(x) et g(zx) étant équiva- 


lentes, on a lim 1® 
xx) 8 (2) 


= 1 et 


lim g(2)h(2)=1lim f (2) h (x) se = lim f(x) k (x) lim Le ee 


C.Q.F.D. 


Ce théorème exprime que tout facteur (resp. diviseur) figurant 
sous le signe « lim » peut être remplacé par un facteur (resp. diviseur) 
équivalent. 

Par contre on ne peut pas en général remplacer un terme additif 
par son équivalent. Voyons à ce propos l’exemple suivant. 


Exemple. 


Si l’on remplace cos x par la fonction f (x) — 1 qui lui est équiva- 
lente au voisinage de 0, on obtient le résultat incorrect : 
mr pe et 
Tz° Fu 


x—0 x—0 
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$ 9. Suites et séries de fonctions 


1. Propriétés générales des suites et séries uniformément con- 
vergentes. Soit {f, (x)} une suite de fonctions définies sur une même 
partie X de l’ensemble des réels. On dit alors que la suite de fonctions 
{f, (x)} est définie sur l'ensemble X. 

De façon analogue, si chaque terme d'une série de fonctions 


Su, (x) est défini sur l’ensemble X, on dit que cette série est dé- 
Rex 1 


finie sur À. 


Définition. On dit qu'une suite de fonctions {f, (x)} converge sur 
l'ensemble X vers une fonction j (x) si la suite numérique {f, (x)} 
converge en tout point x E X vers f (x). 


O0 


Définition. On dit qu’une série de fonctions >, u, (x) converge sur 
ke! 


l'ensemble X vers une fonction U (x) si la suite de ses sommes par- 
tielles {U, (x)} converge vers U (x) sur l’ensemble X. 


Définition. On dit qu'une suite de fonctions {f, (x)} converge 
uniformément sur l'ensemble X vers une fonction f (x) si pour tout 
€ >> 0 on peut exhiber un entier N = N (e) tel que pour nr > N (es) 


et pour tout zx E À 
ln &)—f(I1<e. (1) 


On note ceci: f, (x) + f (x) sur X. 


O0 


Définition. On dit qu'une série D üs (x) converge uniformément 
k=1 
sur l’ensemble X vers une fonction Ü (x) si la suite de ses sommes 
partielles {U, (x)} converge uniformément vers Ü (x) sur X. 

Comparons ces deux types de convergence. À cet effet, définissons 
en termes de & et Ô la convergence de la suite {f, (x)} vers f (x) sur 
l’ensemble X : pour tout € > 0 et tout point x € X, on peut trouver 
un entier Ÿ — NN (e, x) tel que |f, (x) —f(z) | Le pour tout 
n > AN (e, zx). 

En revanche, dans la définition de la convergence uniforme, 
on exige de trouver pour & >> 0 donné un entier V = N (e) dépendant 
uniquement de € tel que l'inégalité (1) soit réalisée pour tout x € X. 

Donc, si une suite (resp. une série) converge uniformément sur 
l'ensemble X, elle converge sur X.. 

__ La réciproque est généralement fausse. Illustrons ceci sur des 
exemples. 


Exemples. 1. Considérons la suite {f,(x)} = {r"} sur l'in- 
tervalle [0, 1 [. Il est évident que limf,(xz)= limz"=0, c’est-à- 


n—+ © n—»+00 
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dire que f,(x)}— 0 sur l'intervalle [0, 1[. Mais cette convergence 
n’est pas uniforme. En effet, si elle l'était, il existerait pour e = 
— {/2 un entier W tel que 


[z*— 0] < 1/2 


pour tout n >> N et tout x € [0, 1f[, ce qui est impossible, puisque 
pour les x assez proches de 1, on a | z" | >> 1/2 (car lim 2 — 1): 
x—i- 
Cette contradiction prouve que la suite {x"} converge sur l'intervalle 
[0, 1[ mais pas uniformément. 
2. La série 


Ce 1 
à À=— 


R=0 


converge sur l'intervalle ]—1, 1[. Montrons que cette convergence 
n’est pas uniforme. En effet, si elle l'était, la suite des sommes 
partielles 


U, = S D — . 12 
k=0 


; ; ; 1 : 
convergerait uniformément vers UÙ (x) = = sur l'intervalle 


]—1, 1[, c'est-à-dire que pour tout e >> 0, il existerait un entier 
N = N (e) tel que 


[U, ()—U (21= LL <e 


pour tout nr > N (e) et tout x E ]—1, 1[. Or ceci est impossible, 


puisque pour les x assez proches dé 1, la fonction Et prend 


= | 


des valeurs aussi grandes que l’on veut lim = = +oœ ]. 
x—1—-0 


Cette contradiction prouve la convergence non ts de la série 


> x* sur l'intervalle ]—1, 11. 
Rk=0 


Théorème 4.23. (Critère de Cauchy.) a) Pour qu'une suite {f, (x)} 
converge uniformément sur un ensemble X, il est nécessaire et suffisant 
que pour tout e >> 0 il existe un entier N = N (e) tel que, pour tout 
n,m>N (e) et tout EX, 


| fn (x) — fm (x) | < €. (2) 
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(se) 


b) Pour qu’une série >» u, (x) converge uniformément sur un en- 
k=1 


semble X, il est nécessaire et suffisant que pour tout e>0, il ex isteun 
entier N = NN (e) tel que pour tout n > N (e) et p > 1 l'on ait 


S 
Z U(x) 


TE 
| k=n+1 


quel que soit x E X. 

Démonstration. Il suffit de la produire pour la suite 
{fn (z)}. 

Supposons que f, (x) = f (x) sur X. Pour e >> 0 arbitrairement 
donné, trouvons un entier Ÿ — NN (e) tel que, pour tout nr >> À (e) 
et tout zE X, 


lÂn @&) —f (@) 1 < e/2. 
Soient n, m > N. Pour tout x € X, on a alors 


fn (&) — fm &)I< fn &) —f(@) 1 + 
+ |f (&) — fm (&) | << e/2 + e/2 = e. 


Ce qui prouve la condition nécessaire. 

Prouvons la condition suffisante. Supposons que pour tout & >> 0, 
on peut exhiber un entier V — N (e) tel que l'inégalité (2) a lieu 
pour tous nr, m > N (e) et tout x E X. Ceci exprime que la suite 
numérique {f, (x)} est fondamentale pour tout x fixé, donc conver- 
gente (cf. théorème 3.14). Posons f (x) = lim f, (x). En faisant 


ñn +00 


tendre m vers oo dans (2) on trouve que 
fn @) —fGI< e 


pour nr > N (e) et tout x € X. Or ceci exprime que f, (x) = f (x) 
sur l’ensemble X. (C.Q.F.D. 


Théorème 4.24 (Weierstrass). Si pour tout k > n, et tout 


O0 


zEX, lu, (x)| < a, et la série numérique N° a, converge. alors la 


série de fonctions Ÿ, u, (x) converge uniformément et absolument 
R=1 


sur l'ensemble X. 
Démonstration. D'après le critère de Cauchy, la con- 


vergence de la série > a; implique l'existence pour tout e > 0 


=! 
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d'un entier N = N (e) tel que 


n+p n+p 
D al À a<e 
kR=n+1 kR=n+1 


pour tout nr > MN(e) et tout p>1. Donc, pour n > 
> max {N (e), n}, p>1et tout rEX,ona 


n+p ss LP 
D D u(ni< D Im(rI< À a<e. 
kR=n+1 R=n+1 kR=n+i 


De ces inégalités il s’ensuit en vertu du théorème 4.23 que la série 


Su, (r) converge uniformément et absolument sur X. C.Q.F.D. 
K=1 


CO 
Remarque. La série > a, du théorème 4.24 s'appelle série majo- 
Ce.) 


rante de la série >, uw, (x) et le théorème 4.24, critère de convergence 
k=1 
uniforme. 


Théorème 4.25. a) Soit {f, (x)} une suile convergeant uniformé- 
ment vers une fonction f (x) sur l'ensemble X. Soit x, un point d'accu- 


mulation de X et supposons que lim f, (x) = a,. La suite {a,} est 
XXe 
alors convergente et 


lim f(r)= lim a,. (3) 


X—X0 


SO 
b) Soit >, u, (x) une série convergeant uniformément vers une fonc- 


tion U (x) sur X. Soit x, un point d'accumulation de X et supposons 


que lim uw, (x) = b,. Alors la série D) b, converge et 
XX k=1 


lim U(xr)= à b. (4) 
XXe R=1 
Démonstration. Il suffit de l’effectuer pour les suites. 
Montrons que la suite {a,} converge. La suite {f, (x)} étant unifor- 
mément convergente sur l’ensemble X, d’après le critère de Cauchy 
(théorème 4.23), pour tout e >> 0 on peut indiquer un entier Ÿ — 
— V (e) tel que pour tous nr, m > N (e)et tout x E X 


lfn (&) — fm @I1< e. 
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En faisant tendre z vers x, dans la dernière inégalité, on trouve 
(puisque lim f, (x) = a;) 
X—Xo 
| An — Am | < £ 


pour nr, m > N (e). Il s'ensuit que la suite est fondamentale et donc 
convergente. Supposons que lim a, = À 


ni — 00 
Passons à la démonstration de l'égalité (3). Soit donné un e > 0 
arbitraire. La suite {f, (t)} étant uniformément convergente sur 
l'ensemble X, on peut exhiber un entier V, = N, (e) tel que pour 
tout z > N, (e) et tout EX 


LÉ (@) — fn @) | < 8/5. (©) 


Comme lim a, = À, on peut indiquer un entier N, = N, (e) 
tel que pour tout n > N, (e) 

| an — À | << e/3. (6) 

Fixons un nr > max {V, (e), V, (£)}. On a alors les inégalités 


(5) et (6). 
Puisque lim f, (x) = a,, il existe un Ô = ô (ge) > 0 tel que 


pour tout z EX satisfaisant la condition [z—zx, | <Ô(e) l’on a 
l'inégalité 

lfn (&) — an | € e/3. (7) 

En vertu des inégalités (5), (6) et (7), on a pou re Xet 

1z—2x|< 
| f (x) — À E< | f (x) — În (x) | A | fn () — An | + | an — À | <E, 
c'est-à-dire que 

lim f(x) =A=lim a,. 


C.Q.F.D. 


Remarque Comme f(x) = lim f, (x), a, = lim f, (x), l’égali- 


té (3) peut encore s’écrire 
lim lim f, (r)= lim lim f, (x). 
XXe +00 NH X+Xe 
Donc, si la suite {f, (x)} converge uniformément sur l’ensemble X 
et si f, (x) admettent des limites lorsque z — x,, les passages à la 
limite lim et lim sont permutables. 


ET no 
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De façon analogue, l'égalité (4) peut encore s’écrire: 
lim D u,(x)= >, lim u, (x). 
X—X0o k=1 R-1x—x 


Donc, si la série du, (x) converge uniformément sur l'ensem- 


ble X et si uy (x) possèdent des limites lorsque z — x,, les opérations 
passage à la limite et sommation sont permutables. 


2. Suites et séries de fonctions continues sur un intervalle [a,b]. 

Théorème 4.26. a) Si une suite de fonctions {f, (x)} continues sur 
un intervalle [a, b| converge uniformément sur la, b], sa limite f (x) 
est aussi une fonction continue sur [a. b]. 


æ 
b) Si tous les termes d'une série Du, (x) sont des fonctions con- 
ki 


tinues sur la, b] et si cette série converge uniformément sur la, b], sa 
somme U (x) est aussi continue sur [a, b]. 
Démonstration. On la fera uniquement pour les suites. 
Soit x, un point arbitraire de [a, bl. Il est évident que z, est 
un point d'accumulation de {a, b]. Le théorème 4.25 et la continuité 
des fonctions f, (x) (lim f, (x) = f, (x)) entraînent 
XXe 


lim f(z)= lim f, (x) = f (20), 


XVe 


autrement dit la fonction f (x) est continue en tout point x, € la, bl. 
C.Q.F.D. 


Remarques. 1. Si une suite {f, (x)} (resp. une série du, G)) 
k=1 


de fonctions continues sur un intervalle non fermé P converge uni- 


formément sur tout intervalle [a, b] & P, alors lim f, (x) = f (x) 
ne 
(resp. la somme U (x) de la série) est une fonction continue sur P. 


En effet, pour tout point x, € P, on peut trouver un intervalle 
la. b] tel que zx, Ella, bl © P. D'après le théorème prouvé plus 
haut, la fonction f (x) est continue sur [a. b], donc en 2,. 


. k 
Exemple. La série > +— converge (absolument) pour 
h=1 
1E]—1, if. (D'après letcritère de D'Alembert, cette série converge si 
n|x| 


no !! 


Un+1 (17) 


lim Un (x) 


71—00 


701289 
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Supposons que Î[a, bl & ]—1, 1[. D'après le théorème 4.24. 
cette série converge uniformément sur {[a, b], puisque pour z € [a, b] 


k he 
— <—, où c—=max{|al, |[b|} <<1, 
nn S _ ch . : ” È zk : 
et la série > 7 converge. La fonction U (x) — 2 — est conti- 
k— = {1 


{ : 
nue sur |] — 1, 1{[ d'après la remarque 1. 
. 2. Si une suite (resp. une série) de fonctions continues converge 
de façon non uniforme, sa limite (resp. sa somme) est en général une 
fonction discontinue. | 


Exemple. Considérons la suite de fonctions continues {f, (x)} = 
= {r"} sur l'intervalle [0, 1}; Il est évident que 


0 si0<zr<i, 


zx) = lim = . 
ÿ() r si = 

est une fonction discontinue. Cette suite converge de façon non uni- 
forme sur l'intervalle [0, 1]. (Cf. l'exemple de la page 93 où l’on 
a établi la convergence non uniforme de cette suite sur l'intervalle 


[0, 11 & [0, 11.) 


Définition. On dit qu'une suite {f, (x)} est uniformément bornée 
sur un intervalle (a, b] s’il existe un M > 0 tel que |f, (2) | << M 
pour tout n = 1, 2, ..., et tout zEla, bl. 


Définition. On dit qu’une suite {f, (x)} est équicontinue sur un 
intervalle [a, b] si pour tout € >> 0 il existe un ô — 6 (e) >> 0 tel que 


fn (x) — fn (x) < € 


pour tout x — 1, 2, ... et tous x. x’ € [a, b] satisfaisant la con- 
dition [zx —zx | <Ô(e). | 

De cette définition il résulte qu'une suite équicontinue est com- 
posée de fonctions équicontinues sur [a, b]. | 

Les théorèmes ultérieurs établissent un lien étroit entre la notion 
de convergence uniforme d’une suite de fonctions continues et les 
notions de limitation uniforme et d’équicontinuité. 


Théorème 4.27. Si une suite de fonctions continues {f, (x)} converge 
uniformément sur un intervalle (a, b], elle est uniformément bornée et 
équicontinue sur [a, b]. 

Démonstration. Soit f (x) — lim f, (x). Par définition 

n 00 


de la convergence uniforme, pour tout € > O0 on peut indiquer un 
entier Ÿ — V (e) tel que 


[fn &)—f@)I<e (8) 
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pour tout n >> iV (e) et tout x E [a, b]. La fonction f (x) — lim f, (x) 


est continue d’après le théorème 4.26 et bornée d’après le théorème 
de Weierstrass 4.12: 


IfGI< AT. 


De l'inégalité (8) il s'ensuit que pour tout nr >> :V (e) et pour tout 
z Ela, b] 


fn GI< fn & —-f@I+If@I<M+e. (9} 


Fixons arbitrairement &e et nr (n > V (e)). Etant continues sur [a. b], 
les fonctions f, (tr), . . ., fn-, (x) sont bornées d’après le théorème 


de Weierstrass 4.12: 
| f (x) | << A; (à = {,  . mn — |). (10) 


Posons M = max {M +e, M,,..., M,_}. En vertu de (9) et 
(10) on a alors 


lfn OI<M 


pour tout nr = 1, 2, ... et tout x € a, b]. La suite {f, (x)} est 
donc uniformément bornée. 


Montrons que la suite {f, (x)} est équicontinue. 
Considérons l’inégalité évidente 


[fn &) — fn GI fn @ —f@)1+ 
+1f@—fG)I+If Ge) —fn @)1 (41) 


Soit donné un & >> 0 arbitraire. La suite {f, (x)} étant uniformé- 
ment convergente, il existe un entier V = À (e) tel que 


lfn &) — f @) 1 < e/8 (12) 


pour tout z >> À (e) et tout z € [a, bl]. 

Etant continue sur {a, b], la fonction f (x) l’est uniformément 
d'après le théorème de Cantor 4.14. On peut donc exhiber un 6, — 
= Ô, (e) > 0 tel que pour tous zx, x’ E a, b] satisfaisant la condition 
[zx —z |<<Ôô,(e) l’on ait 


[fG)—f()1< e/8. (13) 


Des inégalités (11), (12) et (13) il s'ensuit que pour tout nr > N (e} 
et tous zx, zx’ € [a, b] tels que |z — zx | 6, (E), l’on a 


[fn &)—fn &)I<Ee R>N (E)). (14) 
Fixons un #7 > NV (e). Etant continues sur [a, b], les fonet$ans 


f1 &), - :., fn_1 (&) le sont uniformément sur [a, b] en vertu er 
théorème de Cantor 4.14. On peut donc exhiber un 6, = (GB (HS: 
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tel que pour tous x, x’ € la, b] vérifiant la condition | x — x’ | < 
<Z Ô, (e) l’on ait 


IH ()—fi@)I1<e (G-=1,2 ...,n—1),. (1) 


En prenant Ô (e) — min {ô, (£), ô, (e)}. on trouve en vertu de (14) 
et (15) que l'inégalité | f, (x) — f, (x) | € est réalisée pour tout 
n = 1, 2, ... et tous x, zx’ € a, b] tels que | x — x’ |  ô (€). La 
suite {f, (x)} est donc équicontinue. C.Q.F.D. 


Théorème 4.28 (Arzela). Si une suite {f, (x)} est uniformément 
bornée et équicontinue sur un intervalle [a, b]., on peut en extraire une 
suite uniformément convergente sur (a, b]. 

Démonstration. Considérons l'ensemble des nombres 
rationnels de l'intervalle Î[a, b]. Cet ensemble est dénombrable 
d'après le théorème 1.3. On peut donc le représenter par une suite 

LA À 
De la suite {f, (r)} extrayvons une suite {/4) (x)} convergeant au 
point z,. Ceci est possible d’après le théorème de Bolzano-Weier- 
strass 3.11 (puisque la suite {f, (x,)} est bornée). 

De la suite {fl} (r)} extrayons une suite {f{5 (r)} convergeant 
au point z,. Donc la suite {f(9 (x)} converge à la fois en x, et x.. En 
poursuivant cette procédure, on obtient un ensemble dénombrable 
de suites {f4) (x)}. . ... £{fh) (x)}, . .. dans lequel chaque suite 
est extraite de la précédente, et de plus {4 (x)} converge en z,;, 
Zo,y + -., TZ. Formons le tableau suivant avec les termes de ces 
suites : 


A (x) 2x) ... (2) 
1) se O0 


Considérons maintenant la suite diagonale {f() (x)}. Cette suite 
converge en chaque point z, de la suite {x,}. En effet. tous les ter- 
mes de la suite {f( (x)} sont par construction, pour nr >, élé- 
ments de la suite {f(%) (x)}. Donc, {9 (x)}, nr > k. est une suite 
extraite de la suite {ft (x)}. Elle est donc convergente en x,. 

Montrons que la suite {f(%) (x)} converge uniformément sur l'in- 
tervalle [a, b]. Utilisons à cet effet le critère de Cauchy (théore- 
me 4.23). 

Soit donné un £& >> 0 arbitraire. La suite {f, (r)} étant équicon- 
tinue, on peut exhiber un ô — Ô (£) > 0 tel que pour tout n — 
—=ÿ1, 2,...et tous zx, zx’ E€la, b] satisfaisant la condition 
[zx —z |<<Ôô(e) l'on ait 


ln (&) — fn &)1< e/3. (16) 
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Puisque la suite {z,} est composée de tous Les nombres rationnels 
de l'intervalle {a, b], il est possible de choisir un nombre fini de 
points Z5,, Zi, +... Zip tels que pour tout x € la, b] on puisse 
parmi ces p points en trouver un, par exemple x;. tel que | zx; — x | < 
< 6 (e). 

La suite {2x5 (x)} est convergente, donc fondamentale en chacun 
de ces p points. Il existe par SIREN un entier V — N (E) tel 
que pour x, m>N(e) et k = 1, 2, ..., p 


A is) (mi,)1 << €/3. (17) 


Soient maintenant x un point quelconque de Î[a, b], x; celui des 
points zx;,. ..., z;, le plus proche de zx. Alors 


|r —z; | << Ô (Ee). 
On a l'inégalité suivante 
A) fr I 9) — fn (al + 
A (a) — fn pl + 1 (r5)— fm (2). (18) 
Puisque |z — r; | << 8 (£), on a en vertu de (16) 
LÉ ()— fr GD1<e/8, |fn° (5) — fm (IKE/3. (19) 
Soient n, m > JV (e). En vertu de (17) 
ne (x) — fm GP E/8. (20) 
Les inégalités (18), (19) et (20) impliquent que 
fn (2) — fm (D) 1< € 


pour tous nr, m > N (e) et tout zx € [a, b]. La suite {f4) (x)} con- 
verge uniformément sur [a, b] d’après le théorème 4.23. C.Q.F.D. 


3. Espace métrique C ([a, b]). Désignons par C (la, b]) l'ensemble 
de toutes les fonctions continues sur l'intervalle [a. b]. Cet ensemble 
peut être muni d’une distance. Pour tout couple de fonctions f = f (x) 
et g — g(xz) continues sur {a, b], posons 


p (f, 8) Ru: |f()—g(x)l G geCla, b*). (1) 


Il est immédiat de vérifier que la métrique p (f. £) nl définie sa- 
tisfait tous les axiomes de l’espace métrique (chap. 2, $ 6). L'en- 
semble C (la, b]) se transforme donc en espace métrique. La conver- 
gence des suites {f, (x)}} © C (la, b]l) se définit de façon naturelle sur 
l’espace métrique C (la, 


*) La distance pif, g) est toujours définie, puisque la fonction 
|f (x) — g (x) | continue sur 1e b] est bornée. 
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Définition. On dit qu'une suite {f, (r)}} &.C (la, b]l) converge 
pour la métrique p vers une fonction f (x) € C (la, bl) si la suite numé- 
rique p (fn, f) —+ 0. 

En vertu de (21) cette définition peut être formulée de la manière 
suivante: pour tout e > 0 on peut indiquer un entier N = M (e) 
tel que pour tout nr > N (e) 


Sup [fn )—f()I<e, 
(a, b] 


ou, ce qui est équivalent, 
[fn G—f@Ii<e 
pour tout x Ella, bl. 
Donc la convergence de la suite {f, (x)} pour la métrique p de 


l'espace C ([a. b]) équivaut à la convergence uniforme de cette suite 
sur l'intervalle [a, b]. 


Définition. On dit qu'une suite {f, (z)}} & C (la, b]l) est fonda- 
mentale pour la métrique op si pour tout € > 0 on peut indiquer un 
entier Ÿ = {V (e) tel que pour tous n, m > N (e) 


P ns Îm) € €. 


D'après (21) cette définition peut être formulée comme suit: 
pour tout € >> O0 on peut exhiber un entier V = N (e) tel que pour 
tous n. m > N (£) et tout x E la, b] l’on ait 


| fn @) — fm &)I< €. 


Cette dernière inégalité exprime que la suite {f, (x)} satisfait 
les conditions du théorème de Cauchy 4.23. On a donc la proposition 
suivante: pour qu'une suite {f, (x)}} & C (la, b]) converge pour la 
métrique p il est nécessaire et suffisant qu’elle soit fondamentale 
pour cette métrique. 

Les espaces métriques dans lesquels les suites fondamentales 
convergent sont dits complets. L'espace C (la, b]l) est donc un espace 
métrique complet. 


Définition. On dit qu'une suite {f, (x)}} & C (la, b]l) est bornée 
pour la métrique p de l’espace C (la, b]) s’il existe un M > 0 tel que 


Pn (0, fn) < M 


pour tout nr — 4, 2. ... 
Autrement dit, pour tout nr — 1, 2. ..., 


sup |fn I < M 
[a, b] 
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ou, ce qui est equivalent, pour tout nr = 1, 2, ... et tout x € 
€ le, b] 


[fn G)I< AL. 


Donc, dire qu’une suite {f, (x)} est bornée pour la métrique p 
de l’espace C (la, b]l) revient à dire qu’elle est uniformément bornée 
sur l'intervalle [a, b]. 

Dans les termes introduits le théorème d’Arzela devient: si une 
suite {f, (r)} © C (la, b]) est bornée pour la métrique p de C (la, bl) 
et équicontinue sur [a, b]l, on peut en extraire une sous-suite convergente 
pour cette métrique. 

Cet énoncé rappelle le théorème de Bolzano-Weierstrass 3.11. 
Mais dans l’espace C ([a, b]) la condition que la suite {f, (x)} soit 
bornée n'est pas suffisante pour qu'on puisse extraire de {f, (x)} 
une sous-suite convergente pour la métrique p. 


Exemple. Considérons la suite de fonctions continues dans l’es- 
pace C ([0, 11): 


1 e 
k pour DKI<——; 
1 
În (x) = !(n+1) (1—nzx) POULE LIL Z; 
0 pour + < 1 < 1. 


Il est aisé de voir que cette suite est bornée pour la métrique: 
P fn, 0) = 1. Par'ailleurs, 0 (fh, fm) = 1 pour nm. Donc la 
suite {f, (x)} n’est pas fondamentale pour la métrique p. Aucune de 
ses sous-suites n’est non plus fondamentale pour la métrique et, par 
conséquent, elle ne peut converger pour cette métrique. 

En conclusion, d’une suite {f, (z)} & C ([a, b]) bornée pour la 
métrique de C ([a, b]) on ne peut extraire une sous-suite convergente 
pour cette métrique. 


CHAPITRE 5 


DÉRIVATION ET INTÉGRATION 
DE FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE 


$ 1. Notion de dérivée 


Soit y = f (x) une fonction définie sur un intervalle P, et soit 
LT) EP: 

Définition. On appelle dérivée de la fonction y = f (x) au point x, 
et on note f’ (x,) ou y” (to) la limite (si elle existe) 
f(x) — f (xo) 


T— To 


lim 
XXe 
L'opération qui consiste à calculer la dérivée d’une fonction 
s'appelle dérivation. 
Ainsi 
f'(&)= y" (x) = lim 1OIE) (1) 
X—X0 0 
Les différences Ax = z — x, et Ay = Af = jf (x) — jf (x) s’ap- 
pellent respectivement accroissement de l'argument et accroissement de 
la fonction. 
J1 est évident que l'égalité (1) peut être mise sous la forme 
, . Au .. f(Zo+Ax)— f (xo) 
t)= lim === Jim 00, 
f° Go) Axæu ÀT  Ax0 Az 


Exemple. Soit f (x) = ax + b. Alors 


(= lim LEA D Jim SERIE GED LS 
Ax—0 


Ax-+0 Az 
Donc f’ (x) = a. 


Remarques. 1. Si l'intervalle P est fermé, par exemple P — [a, b}, 
et zo = a, la limite de la formule (1) est une limite à droite: 


j'(a)= lim =) 2 jm 10-10 
se Zz—a ° 


x—a+0 ve f 


De façon analogue, si zx, = b, alors 


* z—b 


x—+b—0 z— db : 
2. si lim 2O=fG) 5 lim 42=/%) 
X—Xpo—0 T—To x—xo+0 T— To 
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existent, on les appelle respectivement dérivée à gauche et dérivée 
à droite de la fonction f (x) au point z,, x, € P, et on les note f! (x) 
et f, (to). 

Si les dérivées à gauche et à droite existent et f_ (xo) = f, (to) 
il est évident que la dérivée f’ (x,) existe aussi et f” (zo) = f2 (to) = 
— Ï. (to). 

Exemple. La fonction f (x) = | x | admet en 0 les dérivées à gauche- 
et à droite 

f:(0)= lim = lim =2- —1, 


x—+0— an x—0-0 T 


… f(æ)—f0) 0 D z 
Ca UE nie 
Comme f_ (0) Æ f, (0), cette fonction ne possède pas de dérivée: 
en 


Définition. Une fonction y = f (rx) admettant une dérivée en un 
point zx, est dite dérivable en x,. Une fonction dérivable en chaque 
point x d'un ensemble X est dite dérivable sur X. 

De la formule (1) il s'ensuit que lorsque z —+ zx,, la différence 
Ie + (xo ) 


FA (x, Lo) = SE T—T 


est un infiniment petit. Cette ne peut encore s’écrire: 
f (&) — f (&o) = Ÿ° (&o) & — Lo) + 0 (Z — Lo), (2} 


où o (x — 20) = g(zxz, x) (x — zx.) est un infiniment petit d'ordre 
supérieur à Z —Zy, Ou 


Ay = f (&o + Az) — f (x) = f’ (&o) Az + 0 (Az). 
Remarque. Si Ay = f(x) — f(x) = À (z — 2x0) + 0 (x — x), où 
À est une constante, alors À = f’ (x,). En effet, 


A(z—z0)—0 (T— ro) _ A 


T— T9 


f'(a)= lim LÉTES < lim 


LL 


Théorème 5.1. Si une fonction f (x) est dérivable en un point x, 
elle est continue en ce point. 
Démonstration. En effet, en vertu de (2) 


dim f(2)=f(%)+ lim f' (x) (2— 2) + limo(z— x) = (20). 
C.Q.F.D. 


Remarque. Une fonction f (x) continue en un point x, n’est pas 
nécessairement dérivable en ce point. 
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Exemple. La fonction f (x) = | x | est visiblement continue en 0. 
Or elle n'y admet pas de dérivée (cf. l'exemple plus haut). 


$ 2. Signification mécanique 
et géométrique de la dérivée 


1. Signification mécanique de la dérivée. Supposons qu'un point 
se déplace sur un axe s et soit s = f (t) sa coordonnée à l'instant £. 
Alors 


As = f(t + At) — j (+) 


est le chemin parcouru durant l'intervalle de IR [é, t + At], le 
rapport 


As __f(t+At)—#f(t) 
At At 


est la vitesse moyenne durant l'intervalle de temps [f, t + At] et 
la limite (si elle existe) 
lim — Jim 


f(t+At)—}(t) ; 
JAPON PAU) er 7 
atv Al At—+0 At AU, 


s'appelle vitesse instantanée à l'instant t. 
La dérivée f’ (t) est donc la vitesse instantanée du point à l'ins- 
tant £. 


2. Signification géométrique de la dérivée. Supposons qu'une 
fonction y = f (x) est dérivable en un point z,. c’est-à-dire qu'existe 
la dérivée f’ (x). La sécante M,M qui relie les points M, = 
= (2, f (2o)) et M = (x, f (x)) de la courbe y = f (x) (cf. fig. 9) 
a pour équation 


V= f (0) -+ POLE (X — 29) +). (1) 


Le coefficient directeur 


JA F0) de la sécante tend vers f’ (x) 
To 


lorsque zx —+ x,. L'équation de la position limite de la sécante est 
onc 


Y = f (Go) + f (to) (À — x). (2) 


Les formules obtenues admettent l'interprétation suivante: 
lorsque le point x tend vers z,, le point M = (x, f (x)) de la courbe 
y = f(x) tend vers M, = (xs, f (t)), quant à la sécante (1), elle 
se <« rapproche » de la droite (2). 


*) Par X et Y on désigne les coordonnées correspondantes des points sur la 
sécante. 
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La droite (2) s'appelle fangente à la courbe y = f (x) au point x. 
Le coefficient directeur de la tangente (2) (la tangente de l'angle & 
que font entre eux la tangente (2) et l’axe Or) est f” (x0) = te «. 


0 X0 x O0 X0 X 
Fig. 9. Fig. 10. 
La dérivée f(x) de la fonction y = f(x) au point x, est 


donc le coefficient directeur de la tangente à la courbe y = f (x) au 
point (x, f (to)). 


Remarque. Si la fonction y = f(x) est continue en zx, et 


f(x) — f (to) 


TZ—T9 


dim 
X—Xo 
infinie en x, et on écrit f’ (tzo) = oo (fig. 10). 

Dans ce cas la position limite de la sécante (1) lorsque x — x, 
a pour équation À = zx,. En effet, si l’on met l'équation (1) sous 
Ja forme 


= +oo, on dit que f (x) admet une dérivée 


T—T 
À = to + Taies C— Ÿ (Zo)). 
on remarque que le coefficient de Ÿ — f (x,) tend vers Ô lorsque 


.z— x. Dans le cas envisagé, la tangente à la courbe y = f (x) au 
point (x,, f (x)) est parallèle à l’axe Oy (cf. fig. 10). 


$ 3. Règles de dérivation 


1. Dérivation de la somme, du produit et du quotient. 

Théorème 5.2. Si des fonctions f (x) et g (x) sont dérivables en un 
point x, il en est de même des fonctions f (x) + g (x), f (x) g (x), 
{ (x)/g (x) (dans le dernier cas g (x) 0) et de plus 


G (@&) + g &)) = f' (à) + g' (x), (1) 
G (x) g ()) = f’ () 8 (x) + f (à) g (). (2) 


f (x) f()g(z)— f(x) g a. 
Pres g (x) +) = (g (x))° (3) 
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Démonstration. a) Soit y=f({r)+gi(x). Alors Ay = 
= Af + Ag et 


e. A ? ’ 
— + lim <=: / (x) + g’ (x), 


c'est-à-dire que les fonctions f (x) + g (x) sont dérivables en zx et. 
l'on a la formule (1). 


b) Si y=f(x) g (x), alors 
Ay = f (5 + Az) 8 (x + Az) — j (x) 8 () = 
= (x + Az) — f (x)) g (x + Az) + f (x) (g (x + Az) — g (x)) = 
= g (x + Az) Af + f(x) Ag 
et 


A A A 
= LL g(z+ Az) + f (0) RE | 


Etant dérivable en x, la fonction g (x) y est continue d’après le théo- 
rème 9.1; donc g (x + Ax) — g (x). En faisant tendre Az vers 0, 
on obtient 


y = f" (2) g (x) + f (x) g’ (x), 


autrement dit la fonction f (x) g (x) est dérivable en x et l’on a la: 


formule (2). 
c) Soit y = f (x)/g (x). Alors 


ut f (z+ Az) _1@) = f(z+aAr)g()—i()e(c+Ar) | 
8x Ar \ g(z+A) g(>) g(r)g(x-- Ar) Az 


AP _ 4 8e 
_ Ue+An—f(he(-ia(ete+an—sg(a) _ 0m OR 


g (x) g(x—+ Az) Az g(x) g(x+ Ar) 


(La dérivabilité de g (x) en x implique sa continuité en x, donc 
d’après le théorème 4.9 g (x + Ax) Æ 0 pour Azx assez petit.) En. 
faisant tendre Az vers 0, on trouve que 


y = f()g(z)—f(2) g' (x) 
(g (x)}? | 


c’est-à-dire que la fonction f (x)/g (x) est dérivable en x et l’on a la: 
formule (3). C.Q.F.D. 


Remarque. Si l'on pose g (x) = c dans la formule (2), alors 
g (x) = 0 et 


(cf (x)) = cf" (a). 


On peut donc sortir le facteur constant du signe de dérivation. 
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Exemple. Montrons que 
Go) = ne (n = 1 2; 52): (4) 


Raisonnons par récurrence. Pour n — 1, on a de toute évidence 
(x) — 1. Supposons que cette formule est valable pour r et mon- 
trons qu'elle l’est pour #7 + 1. En effet, en vertu de (2) 

(x) = (az) = (2')2" re") = 2" L'anr' = (n +1) 2, 
Ce qui prouve la formule (4). 


2. Dérivation d’une fonction composée. 

Théorème 5.3 (de dérivation d’une fonction composée). Soient 
f (x) une fonction définie sur un intervalle P et  (t) une fonction définie 
sur un intervalle P;, et en outre f (P) € P, *). Supposons que la fonc- 
tion f (x) est dérivable en un point x, (x € P) et la fonction œ (t), 
dérivable au point t, = f (xo). Alors la fonction y = q (f (x)) est déri- 
vable en zx, et 


y" (to) = g° À (o)) f (mo) 


Démonstration. La fonction f(x) étant dérivable en 
Zo. On à 


Î (&) — 1 Go) = Ÿ (&o) & — To) + 0 (T7 — To). (5) 
Puisque la fonction œ (t) est dérivable en t,, on a 
p E) — op (Go) = (F° Co) + Y (E, Lo)) ( — to); (6) 


où 


v, t)= EIRE g’ (to) 


est un infiniment petit lorsque { —+ t,. Si l’on pose Y (f,, to) = 0, la 
fonction y (f, {,) sera continue pour { = {,. 
En posant t — f (x). t, = f (x,) dans (6), on trouve en vertu de 


(5) que 
ge (7) —  Ü (xo)) = 
= (p° EF (%o)) + Y U (&), f (&o))) GE (&) — f (&o)) = 
= (9° F (&o)) + v (x), f (&o))) Ü” (to) & — To) + 0 (& — Zo))- 


Pour r£ x 


OO ED À fo (f(zo)+v (0, 1 (0) (fo) + EE 


Z—Zo T—Z 


: *) On rappelle que f (P) = {y = f(x); r E P) est l’ensemble des valeurs 
ce f(x). 
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En faisant tendre z vers x,, on obtient en vertu de la continuité de 
y @& to) pour t=t 


y" (to) = À (xo)) f” (to). 
C.Q.F.D. 


Exemple. Soit y — (ax + b)" (n = 1, 2, ...). Posons  (t) = 
— L",f (x) = ax + b. Alors (az + b)" — œ (f (x)). En vertu du théo- 
rème 9.3 


y = ())f (@) = n (ax + bj—" a. 


3. Dérivation d’une fonction réciproque. 

Théorème 5.4. Si une fonction y = f (x) strictement monotone et 
15 continue sur un intervalle P est dérivable 
x-ay en un point EP et f  (t)#0, la 
_----- fonction réciproque zx = g (y) est déri- 
vable au point yo = f (x) et 


g' (Yo) = ES : (} 


Démonstration. La fonction 
Fig. 11. g (y) étant continue sur l’intervalle 
f (P) d'après le corollaire du théorème 
4.18, on a x = g (y) — x, = g (y.) lorsque y — y,. Comme y = 
= f (x) et yo = f (to), on a les égalités 
£ (y) — & (Yo) _ T— To = 1 
y— Yo f (z)— f (0) f(x)— fo) ” 


Z— To 
En faisant tendre y vers y,, on trouve 
DS PEL 
£ (Yo) = r (zo) e 
C.Q.F.D. 

La formule (7) admet une interprétation géométrique simple. Le 
coefficient directeur de la tangente à la courbe y = f (x) en (xs, yo) 
est f’ (ro) = tg & (fig. 11); quant à celui de la tangente à la courbe 
x = g (y) en (yo, To), il est égal à g’ (yo) = tg B. Ilest évident que 
a + B = x/2. Donc tg a te B — 1 ou f’ (x) g” (yo) = 1. 


Exemple. La fonction y—= zx" (r7>0; nr —2,3,...) est 
réciproque de z = y" (y =—0). D'après le théorème prouvé, 


$ 4] DÉRIVATION DES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 118 


4. Dérivation d’une fonction définie paramétriquement. Soient 
z= pt), y = (1) (8} 


deux fonctions données sur un intervalle P de l’axe numérique t#, 
la première étant strictement monotone. Cette fonction admet une- 
réciproque £ — % (zx) qui est définie sur l’ensemble œ (P). Considé- 
rons la fonction composée 


f @) = + (x @)), 


définie sur l’ensemble œ (P). On dit que la fonction f (x) = b (x (x)} 
est définie paramétriquement par les égalités (8). La variable t s'ap- 
pelle paramètre. 


Théorème 5.5. Supposons qu'une fonction x = œ (t), strictement 
monotone et continue sur un intervalle P, est dérivable en un point to. 
et de plus @’ (t,) # 0. Si y = vw (t) est une fonction définie sur P et 
dérivable en t,, la fonction composée f (x) = œ (4 (x)) est dérivable 
en Zo —= P (to) et 


, __ (to) 
PES P (to) ” 
Démonstration. D'après le théorème 5.4, la fonction 
réciproque { = # (x) est dérivable en x, et 


X (to)= TI (to = X (x). (9) 


D'après le théorème 5.3, la fonction composée f (x) = 7 (x (x)) est. 
dérivable en zx, et de plus 
Ÿ Co) = Ÿ° (x @&o)) X &o) = Ÿ” Co) X (&o)- 
D'où grâce à (9) 
, en Ÿ” (to) 
(= P' (to) ” 
C.Q.F.D. 


S 4 Dérivation des fonctions élémentaires 


1. Table des dérivées des fonctions élémentaires. Les fonctions 
élémentaires (hormis Arc sin x et Arc cos x) sont dérivables sur leurs 
domaines de définition: 

19 (xt)! — rai, 

ET =e. 

3 (nz) = +. 

4° (sin zx)’ = cos x. 
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5° (cos zx) = —sin z. 

G° (tg x)’ = —— ; 

1° (cotg x) — DT 

8° (Arc sin d=—— (—1<r<1). 
9 (Arc cos x) = — = (—1<r< 1). 
10° (Arc tg a) =— . 

11° Arc cotg x) = — = | 


120 (sh x)’ = ch zx. 
13° (ch x) = sh x. 


2. Fonctions exponentielle et logarithme. Par définition de la 
dérivée, 


X+A3x Ax 
. e — ex ; ee —1 | 
(e*)’ = lim <. =e lin ——=e", 
Ax—0 Ax—0 U 
et 1] _1 


is lim 
puisque ue TE | 

La fonction y = In x est réciproque de la fonction x = €’. D'a- 
près le théorème 5.4 de dérivation d'une fonction réciproque, 


Ce qui prouve les formules 2° et 3°. 


3. Fonction puissance. La dérivée de la fonction y = 2% (x > 0, 
« réel) se calcule par application du théorème 5.3 de dérivation d une 
fonction composée : 


(x<)" — (e in x} = ainsg art. 


{Ici p(t) = et, f(x) — alnzx.) Ce qui prouve 1°. 


&. Fonctions circulaires. La dérivée de la fonction y = sin zx se 
calcule par définition: 


( se Ar .. Az 
a. ._ sin(r+Ar)—sinr Sun CES ALT 
{sinx) = din ——— —- — = cos z. 


Axe) Ar Ax—0 


«| e 
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On s’est servi de la continuité de y:=cosx et de la relation 
limt=1 (t=) (théorème 4.20). 
t—0 ” 
La dérivée de la fonction y = cos x se calcule par application du 


théorème 5.3 de dérivation d'une fonction composée 


; : Fl ; T | T : : 
(cos x) = (sin (5-7 ]) = COS (5 1) (== r) = — SIN ZT. 


Pour calculer la dérivée de la fonction y = tg x, on se sert de la 
formule (3) du théorème 5.2: 


(tg r)' = sin r ) __ Cosr+sin®r _  { 
jé TO cosr / COS r 7 cos 7 
De façon analogue, 
COS æ À”  —sin* r —Cos* r { 
cot 4 = ( cs ES a — — CET . 
(cotg x) sin 7 sin® r sin* r 


Ce qui prouve les formules 4° à 7°. 


9. Fonctions circulaires réciproques. La fonction y = Arc sin zx, 
—1 < z L'1, est la réciproque de la fonction x = sin y, —n/2 < 
< y L /2. D'après le théorème 5.4, 


1 1 1 


(Sin cosy — Vi—siny 1-7? 
(—1<z<t). 

(La racine est prise avec le signe plus, puisque cos y > 0 pour 
—n2 L y Law2.) 

La dérivée de la fonction y — Arc cos x se calcule de façon ana- 
logue. 

La fonction y = Arc tg x. —oo << r << 00, est réciproque de la 
fonction x = tg y. —n/2 << y < n/2. D'après le théorème 5.4, 


(Arc cos c) = 


; 1 1 


DST Lier die 


EE 
GS (tg y) 
On calcule de façon analogue la dérivée de la fonction y = Arc cotg z. 
Ce qui prouve les formules 8° à 11°. 


6. Fonctions hyperboliques. Les dérivées des fonctions hyper- 
boliques se calculent à partir de leurs définitions à l'aide des théo- 
rèmes 5.2 et 5.3. Verifions la formule 12°: 


(sh x) = (=) = = ch JT. 


On établit de façon analogue la formule 13°. 
8—01289 
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» 


On voit sur les formules 1° à 13° que les fonctions élémentaires 
(hormis Arc sin x et Arc cos x) sont dérivables sur leurs domaines 
de définition. 


Remarques. 1. La table des dérivées et les théorèmes 5.2 et 5.3 
permettent de calculer les dérivées des fonctions composées obtenues 
par des opérations arithmétiques sur les fonctions élémentaires et 
par substitution de certaines fonctions élémentaires dans d'autres. 

2. Etablissons la formule de dérivation de la fonction y — 
= (u (x))'®), où uw (x) et v (x) sont des fonctions dérivables sur un 
intervalle P et «u (x) > 0 sur P. D après le théorème 5.3, 

u" (x) | 


u (rx) 


(u (x) ©) _ (erto)in utx))" — grtx)in u(x) (v’ (x) In w (x) +v (x) 


Donc 


(u') =u" G Inu+ov +) : 


En particulier, si uw (x) = a => 0, a = const. v (x) = zxr,ona 
(a*) = a* Ina. 


$ 5. Différentielle d’une fonction 


Soit y — f (x) une fonction dérivable en un point zx, c'est-à-dire 
que 


. A —— ’ 
Jin, LRO (2) 


Alors, comme indiqué au $ À, 
Af=f(x+ Az) — f(x) = f(x) Az + 0 (Az). (1) 
Désignons par dx la nouvelle variable indépendante. 


Définition. La fonction f” (x) dx linéaire par rapport à la varia- 
ble dx s'appelle différentielle (ou. plus exactement, différentielle 
première) de la fonction f (x) au point x et se note dy ou df. 

On écrit aussi dy (x) ou df (x). 

Ainsi 


dy = df = f(x) dx. (2) 


Remarques. 1. De la formule (2) il s'ensuit que y’—f"(x) — 
ee: C'est pourquoi la dérivée y’ est encore désignée par _ 
où À 

dr ° 

Si l’on pose dr = Az, on peut mettre la formule (1) sous la forme 


Af = f(x) dx + o (dx) = df + o (dx). 
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Donc. la différence Af — df = o (dx) est un infiniment petit 
d'ordre supérieur à dr, c’est-à-dire que la différentielle est la partie 
linéaire principale de l’accroissement de la fonction f. 

2. Etant donné que, pour dr = Ar = x — x,, 


Af — df = o (dx), 
on a pour les petits Ar l'égalité approchée 
Af = dj 
ou encore 
Î @) — f (to) & Ï (@o) & — To). 
On a donc la formule 
Î @) & Î @o) + Ÿ (to) (x — 2) 


qui est utilisée au calcul approché de f (x) pour des valeurs de zx 
proches de 2z,. 


Exemple. Si f (x) = e et x, — 0, alors f’ (0) — e = 1 et 
= si +z. 


Des formules (1) à (3) du théorème 5.2 on déduit les règles sui- 
vantes de calcul des différentielles des fonctions: 


d(U+8g)= df+ dg, 


d (g) = gdf + fdg, 


d(L)=SÉE ((Æ#0. 


Prouvons la deuxième formule à titre d'exemple. En vertu de (2) 
et de la règle de dérivation du produit (théorème 5.2), on a 


d (fg) = (g) dx = (f'g + fg') dr = gdf + fdg. 


Les autres formules s’établissent de façon aussi élémentaire. 
Considérons maintenant une fonction composée y = œ (f (x)) 
satisfaisant toutes les conditions du théorème 5.3. Alors, d'une part. 


dp (t) = q° (1) dt. (3) 


où { est une variable indépendante, et de l’autre, d'après le théo- 
rème 5.3, 


de (f (x)) = (ç (f (x)))’ dx = œ° (f (x)) f(x) dx = y" G (x)) dj (2) 
ou 
de (f (x)) = g° () di, (4) 
où {= f(x). 
is 
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Donc. la différentielle de la fonction œ (£) se présente sous la même 
forme (3) ou (4) que t soit une variable indépendante ou une fonction 
d’une autre variable indépendante. 

Cette propriété s'appelle propriété d'invariance de la forme de la 
différentielle première. 


$ 6. Théorèmes de la moyenne 
pour les fonctions dérivables 


Soit y = f (x) une fonction définie sur un intervalle ouvert P. 


Définition. On dit que la fonction y = f (x) présente en un point 
zo € P un maximum (resp. minimum) local s'il existe un voisinage 
Jzo — Ô. x, + € P du point zx, tel que 


f(x) Lf(&) (resp. f (à) 2 f (x0)) 


pour tout x € x, — Ô. x, —- 6. 
Maximum local et minimum local sont groupés sous le nom géné- 
rique d’extrémum local. 


Théorème 5.6 (Fermat). Si une fonction f (x) présente un extrémum 
local en un point x, € P et est dérivable en ce point, alors f" (xs) = 0. 
Démonstration. Supposons, par exemple. que la fonction 
Î (x) admet un maximum local en x,. Alors. pour x, x << z9 +Ô 


{(r)—f (x) «0. 


T—T 
D'où il s'ensuit que 
°, LS ° Î (r) — Î (Zo) 
Ÿ (o)= nm ———"—<0. (1) 
X—xo+0 T— Ty 
De façon analogue, pour x, — dd Lx < 7,. 
[DZ 0 
T— 7 
et 
f" (to) > 0. (2) 


De (1) et (2) on déduit que f” (x,) = 0. C.Q.F.D. 


Ce théorème admet une interprétation géométrique simple: la 
tangente au point d’extrémum local (x,, f (to)) de la courbe y = f (x) 
est parallèle à l'axe Ox (fig. 12). 


Théorème 5.7 (Rolle). Si une fonction f (x) est continue sur un 
intervalle |a, b] et dérivable sur l'intervalle Ja. bl et si f (a) = f (b), 
il existe alors au moins un point E € la, bl tel que f’ (£) = 0. 
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Démonstration. D'après le théorème 4.12 de VWeiers- 
trass. la fonction / @) est bornée sur l'intervalle {a, b]. Soient M — 
= sue f(x) et m-= inf f(x). 

b] a, b] 

Si m —= M, f (x) = Cab, et pour Ë 

de Ja, bl. 


Si m # M, l'une au moins des inégalités suivantes est remplie 


f{a)=f(b)>m, Ja) =f(6)<M. 


ë 


on peut prendre tout point 


es 


Supposons que f (a) = f (b) < M. D'après le théorème 4.13 de 
Weierstrass, il existe au moins un point £ € Ja. bl tel quef (£) = W 
(£ est distinct de a et de b, puisque f (a) == ÿ (b) < A). La fonction 
f (x) admet donc un maximum local en Ë. D'après le théorème 5.6 
de Fermat, /” (£) = 0. Le cas où f (a) = f (b) > m se traite de façon 
analogue. C.Q.F.D. 


Ce théorème admet l'interprétation géométrique suivante: entre 
deux points en lesquels la fonction f (x) prend la même valeur, il 


{(a) :t(b)}f--- 


Mir——_— 


Fig. 12. Fig. 13. 


existe au moins un point & en lequel la dérivée s’annule, c'est-à-dire 
que la tangente à la courbe y — f (x) au point (£, f (£)) est parallèle 
à l'axe Or (fig. 13). 


Remarque. La continuité et la dérivabilité sont essentielles dans 
le théorème de Rolle. Pour nous en assurer. considérons les exemples 
suivants. 

Exemples. 1. La fonction 

1 si r=0, 
GE x si 0O<r<i 
est discontinue en x = 0, dérivable sur l'intervalle JO, {[ et f (0) = 
— f (1) = 1. Cependant f’ (rx) = 1 en tout point x € JO, 1[, c'est-à- 
dire que f’ (x) Æ 0 pour x € ]0, ff. 


2. La fonction f (x) = | x | est continue sur l'intervalle [—1, 1], 
dérivable sur l'intervalle ]—1, 1[ tout entier sauf en O0 (cf. exemple 
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. Cependant il n'existe pas de 


de la page 105) et f (—1) = f (1) = 1 
) = 0, car 


point Ë E ]—1, 1[ en lequel f’ (£ 


, [_. si —1<zr<O0, 
JU 1 si O<Lzr<i. 


Théorème 5.8 (Lagrange). Si une fonction f (x) est continue sur un 
intervalle la, b} et dérivable sur la, bI, il existe au moins un point 
EiE la, bl tel que 


f (b) — f (a) — f' (E) (b — a). (3) 
Démonstration. Considérons la fonction 


b PERS 
g(n)= f()—f (0) — OI (3 0). 
Il est évident que g (x) est continue sur [a, b]. dérivable sur Ja, bl 
et g(a) = g(b) — 0. D'après le théo- 
rème 9./ de Rolle. il existe un point 
E € la. bl tel que g’ (E) —0, c'est-à-dire 
que 
fe OU 2 6), 


b—a 
D'où la formule (3). C.Q.F.D. 
Le théorème de Lagrange admet l'in- 
terprétation géométrique suivante: la 


tangente à la courbe y — f (r) en (Ë, f (E))est parallèle à la 
corde reliant les points (a. f (a)) et (b. f (b)), puisque f’ (£) = 


f(b)—f(a) 
re (Éig. 14). 


Remarques. 1. Le théorème de Rolle est un cas particulier du théo- 
rème de Lagrange pour f (a) = f (b). 

2. La formule (3) est encore appelée formule des accroissements 
finis de Lagrange. On peut l'écrire sous la forme 


f () — f (&o) = fo + 8 (& — 20) (& —zo) (O<8<1), (4) 


= 
en posant a=1,, b—x et = = 0. Comme a <E<b, il vient 
7 <0 


0<8< 1. 
Il est évident que la formule (4) est valable dans le cas aussi où 
LT Lo: 


Corollaire 1. Si une fonction f (x) est dérivable sur un intervalle P 
et f (x) = 0 sur P, elle est constante sur P. 
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Démonstration. Soient x, un point fixe de P et z un 
point arbitraire. De la formule (4) il s'ensuit alors (puisque f’ (x) = 0 
sur P) que 


f(x) = f(x) = const. 
C.Q.F.D. 


Corollaire 2. Une fonction f (x) dérivable sur un intervalle P est 
croissante (resp. décroissante) si f” (x) = 0 (resp. <0) et strictement 
croissante (resp. strictement décroissante) si f (x) >> 0 (resp. <0) 
sur P. 

Démonstration. Supposons par exemple que f’ (r) > 0 
sur P. De Ia formule (4) il s'ensuit alors que pour tout couple de 
points r. M EP.rx>z,.onaf(x) > f (x). c'est-à-dire que la fonc- 
tion f (x) est strictement croissante. On démontre de façon analogue 
les autres assertions. 


Corollaire 3. Soit f (x) une fonction dérivable sur un intervalle P. 
En chaque point x, € P. la dérivée f” (x) soit est continue, soit présente 
une discontinuité de deuxième espèce. Autrement dit, la dérivée f' (x) 
ne présente pas de discontinuités artificielles et de discontinuités de 
première espèce. 


Démonstration. Si lim f'(:) (€ P) ‘existe, il en est 
+0 


de même de Jim x, +0(x— 2) == lim f(x) (puisque x, + 
X—x0 +0 X—xp+0 

+6 (z— 2x0) — x, et 0<B6<1). D'après la formule des accroisse- 

ments finis (4) 


{ (ro) ee f (to) 


X—xo+0 X—x0+0 X—=x0+0 To 


lim f (x) = lim f'(xo+0 (7 —25)) = lim HO Eto) 


ce qui exprime que f’ (x) est continue à droite en z,. 


On démontre de façon analogue que si existe lim f’(x), alors 
X—x0 —Ù 
lim f’(r)=/f'(r). c'est-à-dire que la fonction f’ (x) est continue 
X—xp — 0 


en 7, à gauche. 


Donc, si les limites lim f’(z)et lim /’(x)existent, la déri- 
: . X—xo+0 ; X—xp— 1) | 
vée f’ (x) est continue en x,. Si l’une d'elles n'existe pas, alors 


z, est un point de discontinuité de deuxième espèce. C.Q.F.D. 


Exemple. La fonction 


(2 sin À pour x 0, 
Fa) = À ; 


pour z=0 
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est dérivable sur la droite numérique tout entière. En effet, pour 
zÆO0, 

_— 1 

f(x) - T Sin — — COS —. 


Pour x = 0, la dérivée se calcule par définition 


l 
x sin — 


X— 1) x—0 


Donc, f” (x) est définie sur toute la droite numérique et continue 
pour x = Ü. Au point Ù elle présente une discontinuité de deuxième 
espèce, puisque la fonction 


À 1 
d = 9 ÉE _— 
jf (x) = 2zxsin — — Cos — 


n'admet pas de limite lorsque x — 0. 


Théorème 5.9 (Cauchy). Soient f (x) et g (x) des fonctions continues 
sur |a. b] et dérivables sur ja, bl. Il existe au moins un point € € Ja, bl 
tel que 


( (b) — j (a)) g° (E) = (g (b) — g (a)) f (E)- (5) 
Démonstration. La fonction 

h (x) = ({ () — j (a)) 8 (x) — (g (b) — g (a)) f (a) 
est continue sur l'intervalle [a, b] et dérivable sur la, bf. Par ail- 
leurs, k (a) = h (b). D'après le théorème 5.7 de Rolle, on peut exhiber 
un point Ë € Ja, bl tel que h’ (£) — 0, c'est-à-dire que 

(f (6) — f (a)) g° (E) — (g (b) — g (a)) f” (Æ) = 0. 
C.Q.F.D. 


Remarques. 1. Le théorème de Lagrange est un cas particulier du 


théorème de Cauchy pour g (x) = x. 
2. Si g’ (x) 0 sur Ja, b!. la formule (5) peut être mise sous la 


forme 

f(B)—J{a) __ 1 

g(b)—g (a) g'(E) 

Théorème 5.10 (Darboux). Si une fonction f (x) est dérivable sur 
un intervalle la, b] et si 
jf a<2</f'(b) Fa>A>f (b)), 
il existe alors au moins un point E € Ja, bl tel que 
JE) = À. 
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Démonstration. Considérons la fonction g (x) = f (x) — 
— Àx. Il est évident que g (x) est dérivable et par suite continue sur 
[a, b]. Par ailleurs, g” (a) = f (a) — À << 0, g° (b) = jf (b) —21 > 
> 0. 

Montrons qu il existe un Ô > 0 tel que g (x)  g (a) pour a < 
<< zx <a + Ô. En effet, puisque 


g'(a)= lim 


X—+a 


* 


g(r)—gi(a) 
LT— 0 


la fonction 


g(r)— g(a) RE 
(= D oi (6) 

g” (a) si T=a 
est continue en a. D après le théorème 4.9 il existe un ô > 0 tel que 
h(zx) <0 (g” (a) <L 0) pour a L<zr<a + Ô. Mais en vertu de (6) 
on a alors g (x) << g(a) pour a<r<a+ê. Donc. la fonction 
g (x) n’atteint pas son minimum en a. On démontre de façon analogue 
que g (x) n’atteint pas non plus son maximum en b. D’après le théo- 
rème 4.13 de Weierstrass, il existe un point È € Ja, bl en lequel la 
fonction g (x) atteint son minimum. D'après le théorème 5.6 de 
Fermat, en ce point g’ (£) — 0, c’est-à-dire que f’ (£) = À. C.Q.F.D. 


Remarque. Du théorème prouvé il résulte qu'étant en général une 
fonction discontinue. la dérivée d'une fonction f (x) dérivable sur un 
intervalle P prend n'importe quelle valeur intermédiaire entre deux 
quelconques de ses valeurs, c'est-à-dire que l'ensemble des valeurs 
de j’ (x) est un intervalle. 


$ 7. Primitive et intégrale indéfinie 


1. Notion de primitive et d'intégrale indéfinie. Soit f (x) une 
fonction définie sur un intervalle P?. 


Définition. On dit qu une fonction F (x) définie sur l'intervalle P 
est une primitive de la fonction f (x) si pour tout E Pona 


F' (x) = f(x). (1) 


Il est évident que si F (x) est une primitive de f (x), il en est de 
même de F (x) + C, où C est une constante. 


Remarque. Sur P la primitive F (x) est continue, car dérivable 
(cf. théorème 5.1). 


Théorème 5.11. Si F, (x) et F, (x) sont des primitives de f (x), 
alors F, (x) — F, (x) = const. autrement dit les primitives diffèrent 
l'une de l’autre d'une constante. 
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Démonstration. F,(r)et F, (x) étant des primitives de 
la fonction f (x), on a F; (x) = f (x). F, (x) = f (x) pour x € P. D'où 


(F, (&)— F, (x)) =0 sur P. 
D'après le corollaire 1 du théorème 5.8 de Lagrange, 
F; (x) — F, (x) = const. 
C.Q.F.D. 
Si donc la fonction f (r) possède au moins une primitive F (x), 


toutes les autres sont de la forme F (x) + C. où C est une constante 
arbitraire. 


Définition. L'ensemble de toutes les primitives d'une fonction 
f (x) définie sur un intervalle P s'appelle in’égrale indéfinie de f (x) 
et se note 


| f(x) dx. 
(Le symbole | est le signe d'intégration et la fonction f (x), l’inté- 
grant.) 
Donc 
| f(x) dr = F(x)+C. (2) 


où F (x) est une primitive, € une constante arbitraire. 
Signalons quelques propriétés élémentaires de l'intégrale indé- 
finie 


1) | F'(Hdr = F (+0 ou | dF(@=F(+C, 


2) (| f(dz) = f(x ou d(\ (dr) = (dr. 


Par dérivée (resp. différentielle) de l'intégrale indéfinie (2), 
on comprend la dérivée (resp. la différentielle) d'une primitive. La 
dérivée (resp. la différentielle) ne dépend visiblement pas du choix 
de cette primitive. 

3) Si f (x). x E P. admet une primitive, il en est de même de 
cf (x) (c = const) et de plus (c Æ 0) 


À cf (x) dx=c Î f(x) dr. 


4) Si f, (x) et f: (x) (x € P) possèdent des primitives. il en est de 
même de f, (x) + f, (x) et de plus 


[Hi @+htandrs (hd | (0 dr. 


Les propriétés 1) et 2) résultent directement des formules (1) 
et (2). 
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Prouvons la propriété 3). Si F (x) est une primitive de f (x), 
cF (x) est une primitive de cf (x). puisque (cF (x)) = cF” (x) — 
— cf (x). Par définition de l'intégrale indéfinie, 


| cf(a)dr=cF(x)+Cx c | f(x)dr=c(F(r)+C). 


Pour c 0, les ensembles de fonctions des seconds membres sont 
confondus (C; et C, sont des constantes arbitraires). Ceci prouve la 
propriété 3). 

Prouvons la propriété 4). Si F, (x) et F, (x) sont des primitives 
de f, (x) et f, (x) respectivement, F, (x) + F, (x) est une primitive 
de f,(x) + f, (x). puisque (F, (2) + F, (x)) = F{ (x) + FE, (x) = 
= f, (x) + f, (x). D'après la définition de l'intégrale indéfinie, 


| Gi + fm) dr = Fi ()+ Fi) +0, 
JG) dr+ | Ro dr = Fi) + Ci+ Fe(o) + Ca 


où C, C, et C, sont des constantes arbitraires. 
Il est clair que les ensembles de fonctions des seconds membres 
sont confondus. C.Q.F.D. 


2. Table des intégrales indéfinies de fonctions élémentaires. 
Par définition de l'intégrale indéfinie, la relation F” (x) = f (x) 
entraîne f(x) dx = F (x) + C. Chaque formule de la table des 
dérivées des fonctions élémentaires (page 111) nous donne la formule 
correspondante pour le calcul de l'intégrale indéfinie. 


p+1 
1° fade +C (B=Æ—1). 


2° le dr=e" +cC. 


4° | sinrdr=—cosr+cC. 


dr 


ce =tgr+C. 


8 


T (= — —cotgr+C. 


sin° 7 


8° 


—— =Arcsinrz+C. 


5° | cos r dr =sinr+cC. 
k- 


= 
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dr 
O — eo 
9 Es = — Arctgr+cC. 
10° | shrdr=chr+cC. 


11° | chrdrz=shr+cC. 


Remarques. 1. La relation {° résulte de la formule (1%) = œx®-f 
si l’on pose « — 1 — 
2. La relation 3 regroupe deux formules : 


| E=imrt+e pour r>0 et jÆ=m(—2)+0c pour x< 0. 


3. Formule d'intégration par parties. 

Théorème 5.12. Si des fonctions u (x) et v (x) sont dérivables sur un 
intervalle P et si la fonction v (x) u’ (x) admet une primitive sur P, 
la fonction u (x) ’ (x) en admet une aussi et 


| u(i)v’(x)dr=u(i)v(xr) — | v(r)u'(x) dx (3) 
ou, plus brièvement 
| u dv =uv— | v du. (4) 


Démonstration. D’après la règle de dérivation du pro- 
duit, on a la formule 
(u (x) v (x) = u" ()v (x) + u (x) v' (x). 
qui s'écrit encore 


u (x) uv" (x) = (u (x)v (x)) — v (x) u” (x). 


Le second terme du second membre admet une primitive par hypo- 
thèse d’après les propriétés 1) et 4) de l'intégrale indéfinie, la fonction 
u(x) v’ (x) en admet une aussi; de plus 


| u (x) c° (x) dx = \ (u (x)v (x))’ az— | v (2) u' (x) ie 
= u Œu()+C— v(x)u’ (x) dx =u(x)v(x) — [ a tjde 


(La constante C a été incluse dans l'intégrale (e (x) u” (x) dx.) 
C.Q.F.D. 
La formule (3) (ou (4)) s'appelle formule d'intégration par parties. 
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Exemple. Calculons l'intégrale | re* dr. Posons u = x et v = e 
et utilisons la formule d'intégration par parties. On a 


( xe* dr = xe* — “dr =re"—e +C=(1—1)e +cC. 


4. Changement de variable dans une intégrale indéfinie. 
Théorème 5.13. Si une fonction ç (t) possède une primitire ® (t) 
sur un intervalle P et f (x) est dérivable sur P,. f (P,) € P, alors 


| GG) f' (a) dr = D(F (2) +C. (5) 


Démonstration. [Il suffit de montrer que © (f (x)) est 
une primitive de l'intégrant. Par hypothèse. ®” ({) — œ (t). D'après 
la regle de dérivation d'une fonction composée, on a 


(O ( (x))) = D" (f ()) f (à) = ç F (x)) f’ (). 
C.Q.F.D. 


La formule (5) s'appelle formule de changement de variable dans 
une intégrale indéfinie. Pour les applications il est plus commode de 
l'écrire sous la forme: 


js GG) af (= | pat, (6) 
où t = f (x). 


Exemple. Calculer l'intégrale Ütgrar. La formule (6) nous 
donne : | 


sinz y, ___( dcosr dt 
fierdr= | Ed | Cor = | t bee 
où { = cos x. Donc 
figzdr=—inlcosr|+c. 


$ 8. Intégrale définie de Newton 


Supposons qu'une fonction f (x) est définie et admet une pri- 
mitive F (x) sur un intervalle P. Comme indiqué plus haut. les autres 
primitives sont toutes de la forme F (x) + C, où C est une constante 
arbitraire. 

Soit [a, bl P. Considérons la différence 


I(a, b)=F(b)— F (a). 
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Il est évident que cette différence ne dépend pas du choix de la 
primitive, puisque 


(FÉ)+C)—(F(a)+C)=F(b) — F (a) = I (a, b). 


Définition. On appelle intégrale définie (de Newton) de la fonction 
f (x) sur la. b] la différence F (b) — F (a) que l’on désigne par le 
b 


symbole 1 (x) dz. 
Ainsi : 


| f(x) dx = F (b)—F (a); (1) 


a et b s'appellent respectivement limites inférieure et supérieure de 
l'intégrale. 
La formule (1) s'appelle formule de Newton-Leibniz. 
On écrit parfois 
b 
| f(z)dz=F(x) 5 


Définition. Si a b (a bE P). on convient que 


f(x)dr= F(b)—F (a). 


Sy © V 


a 


De là il résulte, en particulier, que ( (x) dx = 0. La formule de 


Newton-Leibniz est donc valable aussi bien pour a << b que pour 
a > b. 
Voici quelques propriétés de l'intégrale définie. 


b a 

1) | f(x) dr= — [;4) dx. 
a b 
b 


b | 
2) | cfa) dr=c | f(x) 4x (a, be P). 


©œ 


3) | (f(x) + f2(x)) dr = 


LS 


Oz Cœ 


b 
fi (x) az+ | f(x) dr (a, bEP). 


©œ 


f(x) dx = | f(x) dx + | f(x)dx (a, b,ceP), 


a C 


4) 


Q—yr © a 


$ 8] INTÉGRALE DÉFINIE DE NEWTON 127 


où f (x). f, (x) et f, (x) sont des fonctions possédant des primitives 
sur l'intervalle P. 


5) Si des fonctions uw (x) et v (x) sont dérivables sur un intervalle 
b 


P et si v (x) u’ (x) admet une primitive sur P, alors | u (x) v" (x) dx 
(a, bE P) est définie et l’on a la formule d'intégration par parties 


b 


| u (x) v' (x) dr=u (x) v (4) "—- | v(x)u’ (x) dr. 


a a 


6) Si une fonction œ ({) admet une primitive ® ({) sur un inter- 
valle P, et f (x) est dérivable sur un intervalle P, f (P) € P,. alors 


b 
feuunr (@d=0(U) =D (ep) 
ou 
5 f(b) 
| Ut) df (x) = | p(t) dt. 
L f(a) 


La dernière relation s appelle formule de changement des variable 
dans une intécrale définie. 

Les propriétés 1) à 6) découlent directement de la définition de 
l'intégrale définie et des propriétés respectives de l'intégrale indé- 
finie ($ 7). 

L'intégrale définie admet une interprétation mécanique simple. 
Considérons un point se déplaçant sur un axe s; s = f ({) est sa coor- 
donnée à l'instant £, v ({) sa vitesse instantanée à l'instant ! ($ 2). 
Alors f’ (t) = v (t)et, d’après la définition ci-dessus, 


te 


Jo@dt=f(t)—f(t) (&>t) 


f4 


est le chemin parcouru par le point durant l'intervalle [f,, £.]. Donc, 
te 


l'intégrale définie (2 (t) dt est le chemin parcouru par le point durant 


ts 
l'intervalle [f,, £]. 
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Remarques. 1. Supposons qu une fonction f (x) possède une pri- 
mitive F (x) sur un intervalle P. Pour a, x € P, on a alors 


x 


| {@)dt=F(x)—F(a)*), 


X 


d’où il résulte que | f(t) dt est une primitive. 


2. Si une fonction Î (x) admet une primitive F (x) sur un inter- 


valle [a, bl et si existe la limite lim F(x), on pose par définition 
X—b-0 


b 
\ f (x) qe. .. F(x)— F (a) 


ou, ce qui est équivalent, 
b 
| fG)ar= lim | rat. 


X—b tt) 


Co 


Si une fonction f (x) possède une primitive F (x) sur un intervalle 
{a, —oof et si existe la limite lim F(x), on pose par définition 
X—-+o 

+ oc 


[ f()dr= lim F(x)—F (a) 
. X— +oc 


ou 
+ x 


x 
f(c)di= lim | stat. 
« a 
On peut envisager par analogie des intégrales de fonctions définies 
sur des intervalles Ja, b], ]—, bl]. 
De telles intégrales sont dites impropres. 


Exemples. 
1 x 
dx 2 T5) {x 
| V1—7z Au . — V ) 1e 


() ( 

= lim (2—2Y1—7r) = 2. 
x—+1-—-0 
+oc 


2 (+ = Jim [= 


Î 


| lim (—+) = lim (1) =1. 


X— + 00 X— + 00 


*) La variable de l'intégrant a été désignée par la lettre £ pour éviter une 
confusion avec la borne supérieure x. 
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$S 9. Théorèmes de la moyenne 
pour l’intégrale définie de Newton 


Théorème 5.14 (de la valeur moyenne). Si une fonction f (x) pos- 
sède une primitive sur un intervalle [a, b], il existe un point & € la, b 
tel que 


b 


[ f() dr= ED) 60). a) 


Démonstration. Soit F (x) une primitive de f (x). i.e. 
F" (x) = f (x). La fonction F (x) est continue sur [a, b], car déri- 
vable. D'après la formule des accroissements finis (théorème 5.5), 


b 
| fa) dz=F(b)—F (a)= F'() (b—a):= j E) O—0), 


où EE Ja, b[. C.Q.F.D. 


Remarque. Le nombre f= -— 


ne de la fonction sur l'intervalle {a, b]. Le théorème 5.14 affirme 


donc l'existence d’un point E € Ja, bl en lequel la fonction f (x) 
prend sa valeur moyenne. 


Corollaire 1. Si une fonction f (x) est dérivable sur [a, bletf (x) > 0 
sur Ja, bl, alors 


d 
| f(x) dr>0. (2) 


L'inégalité (2) résulte de (1), puisque f (x) > 0 sur [a, bl. 


Corollaire 2. Si des fonctions f (x) et g (x) possèdent des primitives 
sur [a, b]l et f (x) > g (x) sur La, b], alors 


b 


| f (2) > g (x) dz. (3) 


a 


Puisque fG@)—8(4)20, sur {a, b,, la relation (2) entraîne 
((&)—e (2) dz2>0, ie. f(x) is> | g (x) dx. 


Re) © 


a 
9—01289 
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Corollaire 3. Si des fonctions g (x) et h (x) = f (x) g (x) possèdent 
sr primitives sur la, bletm<f(x) < M, g(x) > 0 sur x € [a, bl], 
alors 


b b b 
m [e()dr< (| j( (x) dr M | & (x) dx. (4) 


Comme mg (x) < f (x) g (x) < Mg (x) sur [a, b]l, on déduit (4) 
du corollaire 2. 


Corollaire 4. Si une fonction f (x) possède une primitive sur [a, b] 
et m£<f(z) LM sur la, b], alors 
b 


m (b—a)< | f(x) dx <M (b— a). 


Cette double inégalité se déduit de (4) pour g (x) = 1. 


Corollaire 5. Si des fonctions f (x) et | f(x) | possèdent des primitives 
sur [a, b], alors 


b b 
|| redz< [17@ 18. 65) 
Puisque —| f (x)| < f (x) < | f (x) |, le corollaire 2 entraîne 


b b 
— | aa a< | | $C) l dx, 


ce qui est équivalent à (5). 


Théorème 5.15. Si une fonction f (x) possède une primitive sur 
{a, b]l, f(x) >0 sur la, b] et f(x) 0, alors 
b 


| f@4r>0. 


b 
Démonstration. Le corollaire 4 nous dit que [ f(@) dr >0. 


b - 
Supposons que | f(z)dr=0. La primitive F(x) de f(x) croit 
sur [a, b], puisque F'(z)=f(2)>0. Par ailleurs, F(b)=F (a), 
b 
puisque F (b)—F (a) = | f(x) dz=0. Il s'ensuit que F (x) est cons- 


a 
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tante (F (a) <F (x) F(b) = F(a)) (et, par suite, f(r) =0, ce qui 
est contraire à l'hypothèse. Donc, | f(x)dr> 0. C.Q.F.D. 

a 


Théorème 5.16 (théorème généralisé de la moyenne). Si des fonc- 
tions f (x), g (x) et h(x) = f (x) g (x) possèdent des primitives sur 
la, b]l et g (x) > 0 sur [a, b], il existe un point E € la, b] tel que 


b b 
i@etdr=1® | 80 ér. (6) 


Démonstration. Sif(x) = const ou g (x) = 0 sur [a, bl, 
l'égalité (6) est remplie pour tout E € la, b[. 
Supposons que f (x) const et g (x) == 0 sur [a, b]. D’après le 
b 


théorème 5.15, on a Îe (x) dx >> 0. Posons 


a 


b 
JfGetmaz 
————— =. (9) 
\g(x)dz 
Montrons qu'il existe des points z,;, x, de [a, b] tels que f (x,) < 
<f<}f(zx.). En effet, dans le cas contraire on aurait soit f<f({x) 
sur {a, b], soit f > f (x) sur La, b] et de plus f (x) — f = 0 sur [a, b] 
(puisque f (x) const par hypothèse). 
Si 1< f (x) sur [a, bl et f (x) + const, le théorème 5.15 nous dit 


que fu (z) — f) dr > 0. D'où il résulte que 


b b bd 
ffet)dz ((U()—-Deltn dz+ fe(x) dr 


L = — = — —— —7 À) 
Ÿ gt) dr | g({r) dz 
a a 


La contradiction f >> f montre que l'inégalité f  f (x) est impossible 
sur {a, bl. On démontre de façon analogue que l'inégalité f > f (x) 
est impossible sur [a, bl]. 


Il existe donc des points z,, z, de [a, b] tels que f (x,) <f < 
<< f (x,). D'après le théorème 5.10 de Darboux, la fonction f (x} 


9® 
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prend, en tant que dérivée de la primitive F (x), la valeur f en un 
point & € Ja, bl, c'est-à-dire que 


Î () = f. (8) 
La relation (6) résulte des égalités (7) et (8). C.Q.F.D. 


$ 10. Dérivées d’ordre quelconque 


1. Notion de dérivée d'ordre n. Supposons qu’une fonction y = 
= f (x) est dérivable sur un intervalle P. Si la fonction f’ (x) est 
dérivable en un point x, € P, sa dérivée s'appelle dérivée seconde 
de la fonction f (x) en x, et se note f” (x,) ou y” (x). 

Donc 

fl” (to) = dim” (zx) — f° Go) 


T—T 
Formulons la definition rénérale suivante : 


Définition. Supposons qu'une fonction f (x) admet des dérivées 
f (x)... f-D (x) sur un intervalle P. Si la fonction f(*-) (x) 
est dérivable en x, € P, sa dérivée s'appelle dérivée d'ordre n de la 
fonction f (x) en x, et se note f‘") (x,) ou y) (x,) *). 

Si donc une fonction f (x) admet en z des dérivées jusqu’à l’ordre 
n compris, alors 


19 @) = Ge (2). (1) 


Définition. Une fonction admettant sur un ensemble X des déri- 
vées jusqu'à l’ordre nr compris est dite n fois dérivable sur X. 

Üne fonction admettant sur un ensemble X des dérivées de tout 
ordre est dite indéfiniment dérivable sur X. 


Remarque. Il est commode de convenir que la dérivée d'ordre zéro 
est la fonction elle-même, c'est-à-dire 


fo (2) = f G@). 


La formule (1) est alors valable pour nr = 1 aussi. 
Les propriétés suivantes des dérivées résultent directement de la 
définition : 
(cf (x) = cf (2), 
G @) + 8 (&) = 70 (2) + 9 (x), 


où f (x) et g (x) sont des fonctions nr fois dérivables en x. 


*) Les dérivées d'ordres 1, 2 et 3 sont généralement notées f” (x), f" (x) et 
f" (zx) au lieu de f@)(z), fC) (z) et f6) (z) respectivement. 
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2. Formule de Leibniz. Si u (x) et v (x) sont des fonctions n fois 
dérivables en x, on a la formule suivante: 


n 
(uv) = 2 cutyer-h) (2) 


où c* — n(n—1) GC FF9 
mule (2) s'appelle formule de Leibniz. 

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur ». Pour 
n — 1, on a de toute évidence 


sont les coefficients binomiaux. La for- 


(uv) = ciuv + qu'v = u'v + uv’. 
Supposons que cette formule est valable pour la dérivée d'ordre 
n — 1 et montrons qu'elle l’est pour la dérivée d'ordre n: 


ni 
Go) = (qe) = (5 ch quete) 
k=0 


n= 1 n—1 
= D chqutpehn  S cut — 
R=0 R=0 


n n-1 
= 2 chuter + à ch _ Quark) — 


ni 
= 0 D (on-1 + on 1) uUC DE ch utOU = 


ni ñn 
= no) ED cut 0 = D, cout, 
he R=Û 


À k k=1 k 0 ! 
puisque Cn-1+Cn-1—=Cn et ici zi—=c—ci—1. C.Q.F.D. 


3. Interprétation mécanique de la dérivée seconde. Supposons 
qu’un point se déplace le long d’un axe set soit s = f (f) sa coordonnée 
à l’instant t. Nous avons vu précédemment ($ 2) que la dérivée pre- 
mière f’ (£) (si elle existe) est la vitesse instantanée de ce point à 
l'instant t. 

Le rapport 

Afÿ _ f'U+At)— (4) 
At At 


est l'accélération moyenne du point sur l'intervalle [f, { + At], et la 
limite (si elle existe) 


lim 2e — lim 


f (CH At) —f" (+) ” 
REPORT PU Ge te) 
At—0 At—0 At f @) 


l'accélération de ce point à l'instant f. 
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La dérivée seconde f” ({) est donc l'accélération du point mobile 
à l'instant t. 


$ 11. Différentielles d’ordre quelconque 


Supposons qu'une fonction y = f (x) est r fois dérivable en un 
point «+. 


Définition. La fonction puissance f(" (x) dr” de la variable dz 
s'appelle différentielle d'ordre n de la fonction f (x) au point zx et se 
note d”y ou encore d’f. 

On écrira parfois d'y (x) ou d”f (x). 

Ainsi 


d'y = d'f = f") (x) dr”. (1) 
Pour n = 1, d'f = f’ (x) dr = df est la différentielle première. 


Remarques. 1. Pour alléger l'écriture de certaines formules, on 
conviendra que la différentielle d'ordre zéro d'une fonction est con- 
fondue avec cette fonction: df = f. 

2. La formule (1) implique que y") = f() (x) = + , c’est-à-di- 
re que y") est le rapport de d”y à dx". C'est pourquoi la dérivée 


dy dnf 
y se note souvent dr ou ar 


En faisant f (x) = x dans la formule (1), on obtient 


Mr = Br=...—= dx =0, 


puisque zx” =2" = ... = 2") = (. On convient donc tout natu- 
rellement que les différentielles d'ordre nr > 2 de la variable indé- 
pendante sont nulles. 

De la définition de la différentielle d'ordre nr, on déduit aussitôt 
les propriétés suivantes: 


d" (cf (x)) = cd"f (à), 
d @) + 8 ()) = d'f (à) + de (à), 
où f (x) et g (x) sont des fonctions » fois dérivables en x. 
Considérons la fonction g (x) = ® (f (x)), où la fonction t = f (x) 
est nr fois dérivable sur un intervalle P et la fonction y = ® (£), 


n fois dérivable sur l’intervalle f (P). D’après le théorème 5.3, la 
fonction g (x) = œ (f (x)) est dérivable sur l'intervalle P et 


g (zx) = q" EG (x)) f’ (x). 
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D'après la formule de Leibniz, la fonction g (x) est nr fois déri- 
vable et 


#0 (= ND (DPI = 
=5 Chi PO LS Ch fe op (P. 


k=0 


D'où il résulte que 
d'g= gt" (x) dx" = S Cn-1d*p" (f) d*f. (2) 


Remarque. Les différentielles d'ordre #7 > 2 ne jouissent pas de 
La propriété d’invariance de forme *). En effet, déjà pour n = 2, 
la différentielle seconde de œ (x) est égale à 


dep (x) = p” (x) dr”, 
et celle de la fonction composée ® (f (x)) (en vertu de la formule (2)), à 


de ) = p O) Àf + de () df = œ” () (df)* + op” () d'f. 


Mais pour la fonction linéaire f (x) = ax + b, on a d'f—0 et 
l'invariance de forme a lieu: 


ee (ax + b) = p" (ax + b) df°, ..., d'y (ax + b) — 
= pt" (ax + b) dfr. 


La détermination des différentielles de fonctions composées à 
l'aide de la formule (1) donne généralement lieu à des calculs volu- 
mineux. Il est préférable de calculer les différentielles successivement 
en commençant par la première, la seconde, et ainsi de suite, et en 
adoptant les conventions suivantes. 

Par expression arithmétique on comprendra une expression obte- 
que par l'addition, la multiplication et la différentiation sur un 
ensemble fini de fonctions (de x). Ainsi, f (x) d°g (x) + h (x) ds (x) 
est une expression arithmétique. 

La différentiation des expressions arithmétiques obéit aux règles 
suivantes: 

1) d'u + v) = du + dv, 

2) d (uv) = u dv + v du, 

3) d (dx) = 0, 
où u et v sont des « expressions arithmétiques ». 


*) La PORTER d'invariance de forme de la différentielle première est étu- 
diée au $ 5. 
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Montrons que pour la fonction composée g (x) = œ (f (x)) on a la 
formule suivante: 


d'g=d(d""g) (n>1), @) 
où l'expression d (d"-!g) se calcule à l’aide des règles 1), 2) et 3) for- 
mulées plus haut. 

Signalons que la formule (3) est valable dans le cas particulier 
où g (x) = f (x) (c’est-à-dire que + (t) = t). En effet, les règles 2) 
et 3) nous donnent 
d (dT-1f) = d (f01-0 dx") = df(n-1) dz”"”1 + 94 (dzx"-1) —_ 

= f09 dx dr"1 + fON (n — 1) dx" ?d (dx) = f0 dx” = d"f. 

Démontrons la formule (3) dans le cas général par récurrence. 
Cette formule est évidente pour nr = 1, puisque d°g = g. Supposons 
qu’elle est valable pour les différentielles d'ordre <7—1 et mon- 


trons qu'elle l’est pour les différentielles d'ordre ». En effet, on a 
d'après la formule (2) 


a(dg)= d (5 Ch-ad*p" (1 d#1f) = 

n-2 n-2 | 

= D} Cn-odMip(f) d'A IE D Ch-ad*g (f) dj = 
kR=0 R=0 

n—1 n-2 
— 2 Ch od'q" (f) df+ 2 Cn-2d*p" (f) d'#f = 
= ip" (D df+ À (C-24+ Ca?) d'g (D d"#ÿ+ (D d'f= 
= d-1p" (f) dj +5 Chip" (f) d*f + p'(f) d'f= 


n—1 
= À Cn-sdhp' (D d"#f= d'e. 


Ce qui prouve (3). 
Les règles 1), 2) et 3) combinées à la formule (3) permettent de 


calculer les différentielles successives d’une fonction sans recourir 
à la formule (1). 


Exemple. Soit y = f (x) une fonction définie par les équations 
paramétriques (cf. page 111) 


z lé), y = (+). (4) 


On admettra que toutes les fonctions sont deux fois dérivables et 
que p" (£) = 0. On se propose de calculer la dérivée seconde y” = 


» 


= f" (x) uniquement à l’aide des différentielles. 
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Puisque z est la variable indépendante, on a d°r = 0. En vertu 
de (4) 
dx = œ’ (t) dt, O = d°x = œ” (t) dt + œp° (1) d?t, 
dy = + ()dt, dy =" (#9 dt + (+) dt 


d’où 
dt=-%0 y; 
p” (4) 

et 

_ dy " (E) dt +" () Et 
y = dr ju (p° (£)}° dt d 

_p” (4) 
+ dé) 4 p" (4) D" (1) — p’ (2) D (1) 


(q" (1) | (p" (#))S " 


Si, par exemple, du = cos £ et  (t) = sin t, il vient 


$ 12. Dérivation et intégration de suites 
et de séries de fonctions 


Théorème 5.17. a) Si une suite {f, (z)} de fonctions dérivables sur 
un intervalle {a, b] converge en un point x, € la, bl et si la suite 
{fn (&)} converge uniformément sur [a, b], alors la suite {f, (x)} con- 
verge uniformément sur [a, b] vers une fonction f (x) et 


f(= limfi(s) (a<z<b). (1) 
b) Si une série D, u, (x) de termes dérivables sur [a, b] con- 
k=1 


00 


verge en un point x) €C[a, b] et si la série ÿ uy (x) converge uni- 


jormément sur [a, b], alors la série È UL (x) converge uniformé- 


ment sur [a, b] vers une fonction U &) et 


U" (x) ne ui (r) (aSr<b). (2) 


Démonstration. Nous la produirons seulement pour les 
suites. 
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Montrons que la suite {f, (x)} converge uniformément sur [a, b]. 
L'identité évidente 


fn (2) = fa (Go) + | fa (0 dt 


nous conduit à l'inégalité 


x x 


fn Co) + À fa (0 dt — fn (0) — [fn (9 dt < 


X0 


fn (7) — fm (x) | = 


LA fn (0 1 dé| +1 fn D) — ml GEz<D. 


Soit donné un € > 0. La suite {f, (x)} étant uniformément con- 
vergente sur [a, b] (théorème 4.23), il existe un entier N, = N, (e) 
tel que, pour tous nr, m > N, (e) et tout x € [a, bl], 


a fn ON < 7 () 


La suite {f, (x)} étant convergente, il existe un entier V, = N, (e) 
tel que pour tous m, n > N, (e) l'on a 


| fn (Go) — fm (to) | € E/2. (5) 


Les inégalités (4) et (5) aidant, on déduit de (3) (puisque |z—x|< 
< b — a) 


€ £ ÏT— TZ £ 


La fn EN < || 


pour m, n > N = max {N, (e), N, (e)} et tout z € [a, b]. D'après 
le critère de Cauchy (théorème 4.23), la suite {f, (r)} converge uni- 
formément sur [a, b] vers une fonction f (x). 

Prouvons l'égalité (1). Soit x, un point quelconque de [a, b]. 
Considerons la suite 


În (x) — fn (1) 


Z— ZT] 


En (2) — 


définie sur l’ensemble X = [a, zx, [|] z,, b]l. Cette suite converge 
uniformément sur l’ensemble X *). En effet, en appliquant la for- 


*) X est l'intervalle [a, b] privé du point r.. 
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mule des accroissements finis de Lagrange (théorème 5.8) à la fonc- 
tion À (x) = fn (7) — fm (t), on obtient 
h()—hk()=h®) G—-m) G<z, Ë<b) 
ou 
fn &) — Îm &) — Gn (r1) — fm @1)) = Gn (E) — fn(à)) & — x). 
D'où 
În (2) — fn (1) — (fm (Z)— Îm (Z1)) ee 


Z— TZ) 


Len (2) — 8m (1 = 
=[ LE RE D | 16 O1 Lx, Ed. (6) 


Z— ZT] 


La suite {f, (rx)} étant uniformément convergente sur [a, b], 
il existe un entier V = N (e) tel que, pour tous m, r > N (e)et tout 
z Ela, b], l'on a 


[fn @&) — fn) | < € 
et, en particulier, 

| fn (Ë) — fn(E) 1 < €. (7) 
De (6) et (7) on déduit que 

| 8n () — Em &)I< € 
pour m,n>>N (e) et pour tout zE X. D'après le critère de Cauchy 
{théorème 4.23), la suite {g,(zx)} converge uniformément sur X. 
Il est évident que lim g, PROCESS lim En (2) = fn(x:). La 


n—+0o Z— T1 
suite {/1 (7,;)} converge aussi d’après le. “théorème 4.25 et 


lim) =1@) _ Jim f(x), c'est-à-dire que f’(x;)= lim f(x). Ce 
xæxy T—71 ñn—+0 n—+00 


qui prouve le théorème, puisque zx, est un point arbitraire de [a, b]. 
Remarques. 1. La relation (1) peut être mise sous la forme 
Es fi @) = lim f, (x). 
fi» 00 ñn+0 
Cette égalité exprime que si les conditions du théorème sont rem- 


plies, les opérations passage à la limite et dérivation sont permu- 
tables. La relation (2) peut s'écrire 


co , co 
(D ut) => ui(, 
k=1 R=1 
c'est-à-dire que si les conditions du théorème sont réunies, on peut 


dériver terme à terme (la sommation et la dérivation sont permu- 
tables). 
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2. Le théorème est mis en défaut si l’on renonce à la condition 
de convergence uniforme de la suite {f, (x)} sur [a, b]. Illustrons 
ceci sur l'exemple suivant. 


Exemple. Considérons la suite {f,(x)} — SD RE sur l'intervalle 
n 


[0, 1]. Il est évident que f (x) = lim f, (x) = 0. La suite j, (x) = 


= Vncos nx ne converge pas uniformément sur (0, 1], puisque 


fn (0) = V nr — +00 lorsque n —+ co. De cette relation il est clair 
que fn (x) ne tend pas vers f’ (x) = 0 sur [0, 1]. 


Théorème 5.18. a) Si une suile {g, (x)} de fonctions possédant 
chacune une primitive sur [a, b] converge uniformément sur [a, b] vers 
une fonction g (x), alors 


x 


lentdd etat sur Lab] (a<ro<b). (8) 


X0 


O0 
b) Si une série DS u,(x) de fonctions possédant chacune une 
k=1 


primitive sur [a, b] converge uniformément sur [a, b], alors il en 
Le, 9) E « 


est de même de la série >» E (t) dt et 


Rk=1 x9 


x O0 © x 

\ ( a @)a= > {us (t) dt. 

Xo “hk=!i k=1 %x0 

Autrement dit, la série D u, (x) est intégrable terme à terme. 
k=1 


Démonstration. Nous l’effectuerons seulement pour les 
suites. Posons 


n(D= [eat (Er 2<b), 


alors fn (x) = gn (x). Il est évident que f, (x) (nr = 1, 2, ...) 
sont des fonctions dérivables; que la suite {f, (to)} (/n (To) = 0) 
converge; et que la suite {f, (x)} = {g, (x)} converge uniformé- 
ment sur [a, b] vers g (x). D’après le théorème 5.17, la suite 


{{În (2)} = { | £n(t) 7 
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converge uniformément sur {a, b] vers une fonction f (x) et de plus 


f'(2)= im fa (2) = lim g4 (2) = & (a), 


d'où 
f()= | et a+c. 
X0 
Donc 
| En (t)dt = | g(t)dt+C 
xo xo 


sur [a, b]. En faisant x = x, dans la dernière relation, on trouve que 
C = 0. Ce qui prouve (8) et, partant, le théorème 5.18. 


Exemple. La série 


dot + (a (9) 


converge uniformément sur [—a, a] (0 a < 1) en vertu du théo- 
rème 4.24 (puisque |[z"| a" et que > a* converge). La série (9) 
0 


peut être intécrée ‘erme à terme d’après le théorème 5.18: 


a tdt+...+(—1)" Mdt+...— ( ns (Iz| a), 
0 0 0 0 


1.e. 
zn+i 


+... +(—1) y te-=M{+). (10) 


La relation (10) est valable pour tous les z € ]J—1, 1[, puisque a est 
un nombre arbitraire de JO, 1f. 


CHAPITRE 6 


FORMULE DE TAYLOR. 
SÉRIE DE TAYLOR. SÉRIES ENTIÈRES 


$ 1. Formule de Taylor 


Soit f (x) une fonction r + 1 fois dérivable sur un intervalle P 
et soit x, € P. Considérons l'identité 


f=f (a) + |f (D (EP). 
En intégrant par parties, on obtient 


f@=f(@)— |" a24-1= 
ÆQ 


=f (2) (0) (—0f+ | FO ED at 


x 


= j (0) + Ÿ' (60) (220) + | f'(#)(z—5) dt. 


X0 


En intégrant encore par Le on trouve 


(2) = 1 (&) + (Go) (&— 30) — | roa(et)= 


X0 


= f (20) + f (wo) (e— 20) — 0 (x 


— Dh ++ Ir (E) (x— 2° dt= 


= fr) + LE (org) + LE (og + À (ap at. 


En poursuivant cette procédure, on obtient en définitive 


fG@)= fo) + —-—<— À Lo (Zz— 20) + . + EE Co) (z— 20)" + 


+ fo at. (1) 
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La relation (1) s'appelle Ne de Taylor et la fonction 


Ra(to 2) = à: [00 (8) (z—t)" dt (2) 


reste de la formule de Taylor sous la forme intégrale. Cette relation 
a identiquement lieu par rapport à zx € P pour toute fonction f (x) 
n + 1 fois dérivable sur P. 


Remarques. 1. De la formule de Taylor il résulte que la fonction 
f(x) peut être restituée de façon unique à partir de sa dérivée f("*1{x) 
et des valeurs de f (x), f’ (xo), - .- -, f() (x) en un point quelconque 
zo E P. 

2. Sif (x) = az" + az" lt +... +a,r (a = 0) est un poly- 
nôme de degré m, la formule (1) nous conduit à l'identité 


(2) = f (60) + LED (220) + + ED (on) 


Supposons qu'une fonction f (x) est n + 1 fois dérivable sur un 
intervalle P et soit x, € P. 
Appliquons la formule de Taylor à la dérivée f®) (x) 0 <p< n): 


LP (a) = 0 (eo) + EE (o— 20) + + ER (2) + 
+ { je) (+) (z—t)" dt. 


De cette identité il résulte que la fonction f(**1 ({) (x — t{)"-P admet 
une primitive par rapport à t pour 0 << p < r»r (puisque l'intégrale 
du second membre existe). Ecrivons le reste (2) de la formule de 
Taylor sous la forme 


Ra (ro 2) = | (0 (6) (207) (at dt. (3) 


Pour fixer les idées on admettra que z > 2,0. En appliquant le 
théorème généralisé de la moyenne 5.16 à l'intégrale de la formule (3) 
f() = (&—tP, g(t) = jf" (#8) (x — )"P ), on obtient la repré- 
sentation générale du reste de la formule de Taylor: 


Rh (Zo; x) — 
LIN OUEN À JON) (E) (æ— EN P (7— 3) 
— | (z—t}? EEE on — 3 (4) 


OÙ T1 KE LT. 
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Signalons que si la fonction jf (x) est donnée et z, fixé, & dépend 
dezxet dep: E—=£€(x, p). 

En faisant p — 0 dans (4), on obtient la représentation du reste 
sous la forme de Cauchy 

R, (%o, g)= BE PE A) , (5) 
OÙ LT LE LT. 
En faisant p — n dans (4), on obtient la représentation du reste 
sous la forme de Lagrange 
__ 104 E) (z— ro) *t 
Ra (to 7) = RE © (6) 
OÙ T LE Lt. 

Supposons que la fonction f("*) (x) est continue en z,. Comme 
indiqué ci-dessus, Ë dépend de z: ë = & (x). La fonction composée 
h (x) = UD (E (x)) (R (x) = #9 (x)) est aussi continue en z,, 
puisque Ë (x) —+ x, lorsque z — x,. Donc 


lim (/9 (6 (2))— 19 (xo)) = 0. 


Cette égalité nous permet de mettre la relation (6) sous la forme 
(n+1) (+1) (E) — F4) (x . 
R (Zo: T) = Es (z— To) + EE (Zz— 20) 1 — 
(n+1) n+ à 
= RL (ao) + 0 ((x— ra)"*t). 
Donc, dans le cas considéré, la formule de Taylor est de la forme 
f+#1) (x ; 
f a) = f (ro) + LL (220) + + (2 + 
+ 0 ((z NE Zo)"*1) ’ 
et de plus 
Rn+1 (& To) = 0 (x — to) +"). (7) 
Cette forme du reste s'appelle forme de Peano. 
Remarques. 1. Il est évident que les formules (4), (5), (6) et (7) 
sont valables dans le cas aussi où z << 27,. Ceci étant, z < E << 2. 


2. La formule de Taylor (1) permet de remplacer la fonction f (x) 
(qui cst nr + 1 fois dérivable sur P) par un polynôme de degré nr 


fo) + LE (or) + + Et (22); 


quant aux diverses formes du reste, elles permettent d'estimer l’er- 
reur. Ainsi la formule de Taylor peut servir à établir des formules 
pour le calcul approché des valeurs d’une fonction. 
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Exemple. Ecrivons la formule de Taylor de la fonction f (x) = e* 
avec un reste sous la forme de Lagrange (pour x, — 0). Comme 
f09 (x) = & et f(") (0) = 1, la formule de Taylor s'écrit: 


z" eSr! 


nt + + ME + (O<IE <]zl|). 


$ 2. Série de Taylor. 
Séries de Taylor pour certaines fonctions élémentaires 


1. Série de Taylor. Supposons qu une fonction f (x) est indéfini- 
ment dérivable sur un intervalle P. Pour tout nr > 0, on a alors la 
formule de Taylor 


f Ce) = 1 (a) + LE (o— ao) + 


. +100 (2—%0)" + Rn (to, 2). (1) 


Définition. La série de fonctions 


f (ao) + EL (x ro) + + LD (7 "+ = 


_ (n) À 
=> Lex" (2 


n—() 


s'appelle série de Taylor de la fonction f (x) indéfiniment dérivable 
sur P. 


D'après la formule (1), la série de Taylor (2) converge vers la fonc- 
tion f (x) en x € P si et seulement si 


lim H, (x, r)=0. (3) 


n—+00 


(Dans ce cas la suite des sommes partielles de la série (2) tend vers 
f (x).) 

La vérification directe de la réalisation de la condition (3) est 
généralement assez épineuse. Formulons une condition suffisante de 
convergence de la série (2) vers la fonction f (x). 


Théorème 6.1. Si une fonction f (x) est indéfiniment dérivable sur 
un intervalle P et si existe un M >> 0 tel que 


[GRIS M 


pour tout n > 0 et tout x € P, alors la série de Taylor (1) converge vers 
f (x) sur . 


10—01289 
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Démonstration. Il suffit de montrer que la condition 
(3) est réalisée si les hypothèses du théorème sont réunies. Ecrivons 
le reste de la formule de Taylor sous la forme de Lagrange 


fenx+1) (E) (z — = 7 Libé 
(n +1)! - 
Par hypothèse, | ft") (£) | < MW", donc 


LR, Gas, 2) ER, (4) 


(n +1)! 
On a établi plus haut (page 37) que 
CM (z— xo)}*t =). (5) 


(n—1)! 


Rh (Lo. x) = 


lim 


110 


Des relations (4) et (5) il résulte que lim À, (xs, x) = 0. C.Q.F.D. 


1 — 00 


Ce théorème implique l’évident 
Corollaire. Si une fonction f (x) et loutes ses dérivées sont bornées 
dans leur ensemble sur un intervalle P, c'est-à-dire s'il existe un nombre 
M >> 0 tel que 
[9 G)I< A 
pour tout n > 0 et tout x € P, alors la série de Taylor (1) converge vers 
f (x) sur P. 


Remarque. La série de Taylor ne converge pas toujours vers la 
fonction qu'elle représente. 
Exemple. La fonction 


CRE si 0, 
0 


si x=0 


est indéfiniment dérivable. Si x = 0, ceci est évident. Pour x = 0 
les dérivées se calculent par définition. Il s'avère que jf") (0) = 0 
pour nr => 0 *). Donc, tovs les termes de la série de Taylor de f (x) 
sont nuls (pour z, = 0). 11 est clair que la série obtenue ne converge 
pas vers la fonction f (x). 


2. Séries de Taylor de certaines fonctions élémentaires. Fonction 
exponentielle. Considérons la fonction f (x) — e*. Cette fonction est 
indéfiniment dérivable sur la droite numérique tout entière et 
f(9 (x) = e* (n > 0). Au point x, = 0, la série de Taylor de cette 
fonction s'écrit: 


ee D (6) 


*) Les calculs sont effectués à la page 165. 
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Sur tout intervalle ]—a, al la fonction e* et ses dérivées sont bornées 
dans leur ensemble: |f(") (x) | < e° pour tout nr >Ü0 et tout zx E€ 
€ ]—a. al. La série de Taylor (6) converge vers e* sur ]—a. al 
d’après le corollaire du théorème 6.1. Le nombre a étant arbitraire- 
ment choisi. la série (6) converge sur toute la droite numérique. Donc 


r!! D r" | . 
ei AT D (— © << r << + ©). 
Fonctions circulaires. La fonction f (x) = sin x est indéfiniment 
dérivable sur la droite numérique tout entière. Il est évident que 


f(x) = sin (z+n 2); f80(0)=0, 640 (0)-(— 1j, 


Au point x, = 0 la série de pie s'écrit 
DO oué ! Fi ! h+1 
LT TE T:- .+(—1) D TT he 


oc 


J°hT1 _ 
= Ÿÿ pre (1) 


—_ 


Cette fonction et toutes ses dérivées sont bornées dans leur ensemble 
sur la droite numérique: |f)(r) | < 1 n>0, r E l—o, -ol). 
La série de Taylor (7) converge vers la fonction sin x sur toute la 
droite Don dUe d'après le corollaire du théorème 6.1. Donc 
r°hk=1 


sin 7 ae nue OS es 


31 7 


2h=1 
_ D (—1)#*1 TE (— oo I + oo). 
k=1 


La fonction f (x) = cos x se développe de façon analogue en série 
de Taylor: 


r°R 


cos = 41— + + Sr + si — 


=> (= ET (— 00 << z << + 00). 


Fonction logarithme. ST la fonction f (x) = In (1 + zx) 
(zx >> —1). ei ses dérivées 
’ > # Le DL n . 
Î (x) = — , Î (x) = (1<+ zx} , .... Î ) (x) == 
=(—174 LT 


10 
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Au point zx — 0, on a ft") (0) — (—1)"*! (2 — 1)! La série de 
Taylor s'écrit (en x, = Ü) 


ct... tip Lg. =D. (@) 


Si x E (0, 1], en se servant du reste de la formule de Taylor 
sous la forme de Lagrange *), on obtient 


n+i[=)\ rn+i1 n+l 
FE ss - «1 (Ob<E<1). 


a QE nn Si 


D'où il résulte que ue R,(0,r)=0 (0<zr<1). Supposons 


maintenant que x € 1° O[. Choisissons & € 10, 1[ tel que —ax << 
<< z < 0. En utilisant le reste de la formule de Taylor sous la forme 
de Cauchy, on a 

LR (O, z)| 2 Le (È) (r—5$)t T _ 


n!| 


an 
1— 


(r—EMr 
(1+E)t+1 


puisque|z—E|—E-r<—r<aetl +Èmi+r>œi—a. 
De cette estimation il résulte que 


lim R, (0, rz)=0 (—1<z<o0). 


< (x <E <O), 


Donc 
: — ANn+i An 
In A+r)=r +. ++... 


= Y (tp D (—1<r<1). (9) 


n— 
Pour x = 1, on obtient en particulier la formule suivante: 


In2=1—+ tr SE Fois 


+ ... 

Remarque. En se servant du critère de D’Alembert dans la forme 
limite, on peut prouver que la série (9) diverge pour | x | > 1. Pour 
z = —1 on obtient une série harmonique qui diverge aussi. Donc, 
bien que définie sur l'intervalle ]—1. +, la fonction f (x) = 
= ]n (1 + x) n'est justiciable du développement (9) que sur l’in- 
tervalle ]—1. 1]. 


Fonction puissance. Considérons la fonction f (x) — (1 + x) 
(x > —1, & est un réel). 11 est immédiat de montrer qu'en x, = 0 


*) Dans le cas envisagé les conditions du théorème 6.1 ne sont visiblement 
pas remplies. C'est pourquoi il faut prouver directement l'égalité (3). 
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elle admet le développement taylorien suivant: 


(A+r) =1+ax+ LAC A ee 
ata—1)...(@æ—n—+ti1) 


n| 


+ x"+ ... (10) 


Si a = m est un nombre naturel, tous les coefficients de zx", 
n > m. s’annulent et le développement (10) se transforme en la for- 
mule du binôme de Newton 


He DEMO HU MERE RL, pm 


n| 


qui est valable pour tout x réel. 

Dans les autres cas, le développement (10) est valable pour 
|z | < 1. (On le vérifie sans peine à l’aide de la forme limite du cri- 
tère de D’Alembert.) 

Pour x = +1, le comportement de la série dépend du paramètre «&. 


$ 3. Séries entières à termes récls 


Définition. On appelle série entière, une série de fonctions de la 
forme 


O0 


dot a (r—t)+...+an(r—r)"+...= Das(x—ro)", (1) 


n—=Ù 


où {a,} est une suite de nombres réels. 
Remarquons que la série entière (1) converge toujours en x. 
Considérons la limite supérieure lim Ÿ |a,| *). Signalons que 
no 
ns : nf, 1 ° , . sr MT 
si la suite {Ÿ |a, |} n’est pas bornée, on conviendra que lim ÿ |a,|— 
n-—+0 
Soit 
R — 


— À —— |; 
lim y lanl 
n—e 00 


(Si limY|a,|—0, alors R= +o: si limY]|a,|— +, alors 


R=0.) 


*) Voir la définition de la limite supérieure dans le $ 4, chap. 3. 
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Théorème 6.2. La série entière (1) converge absolument pour tout x 
tel que ]|x—1, | << R; si R est fini. elle diverge pour tout x tel que 
| LT — Lo | > À. 


Démonstration. Traitons d'abord le cas où lim ÿ [a,| est 


finie. Si 0<|r—.4l<R, alors ss 
— nr — { 
lim la <—— 


n—+00 re ol 


(2) 


Choisissons le nombre b de telle sorte que soit remplie la 
double inégalité 


Tim Tan <b << —. (3) 
ñn— 00 0 


De la définition de la limite supérieure il s'ensuit que l’iné- 
galité Ÿ |a,[-<<b n'a pas lieu que pour un nombre fini d'indices 
n. (Dans le cas contraire, en vertu du théorème de Bolzano-Weier- 
strass 3.11, il existerait une sous-suite convergente “# |az,| telle 
que lim n/a, |>6, ce qui est impossible, puisque lim % |a, | est 
la plus grande des valeurs d'adhérence.) Il existe donc un entier 
nr, tel que pour n>œ mm 


ÿ lanl <b 
et 
Jay x — x) | <(bIrz—rxl)" (> Ro). (4) 


D'après le critère de comparaison (théorème 3.19). la convergence 
absolue de la série (1) résulte des inégalités (4) (puisque la série 


> (b |z — zx, |)" converge. (b]z —x, | << Î).) 
n= 


Si maintenant |z—z, | > R, alors 


ne l 
im Ylal>—T 


n—00 o! 


Choisissons b” tel que 


Lim y |a,1>b'> 


n—+> Ir —zxol ° 


(5) 
D'après le théorème 3.12, il existe une sous-suite *t/ laxnl con- 
vergeant vers lim ÿ |a,|. De la définition de la limite et de l'iné- 


no 
galité (5) il résulte qu’il existe un entier n, tel que pour A, > n, 


#n/ Tarn] > b- 
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D'où 
Leur (rot (D [x —xol)r > 1 
et par suite 


an(r—xo) 0, n—%, 


c'est-à-dire que la condition nécessaire de convergence de la série 
est violée. 

Ainsi, dans le cas envisagé, la série entière (1) converge absolu- 
ment pour [ZT—2x|< R et diverge pour |z —zx, | > À. 

Si Tim Ÿ lanl = — 00 (R=0), la suite {Y ]a, |} n'est pas bornée. 


Il existe donc une sous-suite {ar} telle que 


Lim *ÿ [ani = + 00. (6) 
no 

Soit [z— zx, | > 0. Choisissons b de telle sorte que 

1 


Ir — ro è 


b> 


En vertu de (6) il existe un entier », tel que pour k, > n 


“ÿ Tan > b. 
D'où 
jar (rl > (br — 20 > 1 
et par suite 


An (T— ZX) — 0, n— 0, 


c'est-à-dire qu est violée la condition nécessaire de convergence de la 
série. 
La série entière (1) diverge donc pour | x — x, | > 0. C.Q.F.D. 
La quantité 


R=——; —  (0<R< + co) (1) 


s'appelle rayon de convergence de la série entière (1) et la formule (7), 
formule de Cauchy-Hadamard. 

Du théorème prouvé il s'ensuit que la série entière (1) converge 
uniquement en z, pour À = 0; converge absolument sur l'intervalle 
lo — R, 2x9 + RI pour R > 0; converge absolument sur la droite 
numérique tout entière pour À = +oo. 

L'intervalle }x, — R. x, + RI (ou ]—o, -—f) s'appelle inter- 
valle de convergence de la série entière (1). 


452 FORMULE DE TAYLOR. SÉRIE DE TAYLOR. SÉRIES ENTIÈRES ([CH. 8 


Remarque. On ne peut rien dire de précis à l'avance sur le com- 
portement de la série entière (1) aux bornes x, — R et x, + R de 
l'intervalle ]x, — R, x, + RI. 


Exemples. 1. La série entière 
A +Hz+ 2 +... +n'z" +... 


a pour rayon de convergence À = 0, puisque 


lim y nr" lim n 
+2 n—+00 


d'après la formule de Cauchy-Hadamard (7). 
2. La série entière 


2 n 
++ (1 +... 


dont la somme est égale à In (1 + x) converge sur ]—1, 1] (page 148). 
Le rayon de convergenre de cette série est égal à R = 1, puisqu'en 
vertu de (7) 


3. La série entière 
TI ! ! 
14 + SLT SR Tes 


dont la somme est égale à e*, converge sur toute la droite numérique 
(page 147). Son rayon de convergence est donc R = “+0. 


Théorème 6.3 (Abel). Si une série entière (1) converge en un point 
T,, elle converge absolument pour tout x vérifiant l'inégalité | z — x, | << 
|A — ZT |. l 

Démonstration. Soit RÀ le rayon de convergence de la sé- 
rie (1). Alors |z,;, — x, | < R. En effet, dans le cas contraire 
|Z1 — Zo | > R et en vertu du théorème 6.2 la série entière (1) di- 
vergerait en z;, ce qui contredit l'hypothèse. Donc |z,—2,|< AR. 
D'après le théorème 6.2, la série (1) converge pour |xz—z | <R 
et par suite pour [z—z |< |; — zx |. C.Q.F 


Théorème 6.4. La série entière (1) converge uniformément sur tout 
intervalle [xz, —r, 2, + rl contenant l'intervalle de convergence de 
celle série. 

Démonstration. Vu que l'intervalle [x, —r, x, +rl 
est contenu dans l'intervalle de convergence de la série, le théa- 
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rème 6.2 nous dit que la série (1) converge absolument en x, +7, 
D 

c'est-à-dire que la série S Ja, lr" converge. Pour tout x Elx,—r, 
n=0 


zx, + rl on a 


[an (œ —2xo)" 1 lan 1r. 


D'où il résulte d après le critère de \Weierstrass (théorème 4.24) que 
la série (1) converge uniformément sur l'intervalle [x, — r, x, + rl]. 
C.Q.F.D. 


Théorème 6.5. La série entière (1) est dérivable (intégrable) terme 
à terme autant de fois qu'on le veut sur son intervalle de convergence. 
Démonstration. La série entière 


2 


> nan (zx — Lo)", (8) 


n= 


dérivée de la série (1), a le même intervalle de convergence que (1). 
En effet, 


lim Yn}|a,|=lim yn- lim V'la,l=lim y Ja, |. 

+00 nn 7i—+ 00 
D'après la formule de ou (7) il s'ensuit de là que les 
séries (1) et (8) possèdent le même rayon de convergence et, par con- 
séquent, le même intervalle de convergence. 

Soit x un point arbitraire de l'intervalle de convergence de la 
série (1). Choisissons un intervalle [x, — r, x, + rl contenu dans 
l'intervalle de convergence de la série (8) de telle sorte que x € 
Elxzo —r. x, + rl. D'après le théorème 6.4, la série (8) converge 
uniformément sur l'intervalle [x, — r. x, + rl et, en vertu du theo- 
rème 5.17, la série (1) est dérivable terme à terme sur l'intervalle 
x, — r. x, + rlet, en particulier, au point x arbitrairement choisi. 
La série entière (1) est donc dérivable terme à terme sur l'intervalle 
de convergence. 

D'après les raisonnements précédents, la série (8) peut être de 
nouveau dérivée terme à terme. En réitérant cette procédure on con- 
clut que la série entière (1) est dérivable terme à terme autant de fois 
qu'on le veut sur l'intervalle de convergence. 

En se servant du théorème 5.18. on démontre par analogie que la 
série entière (1) peut être intégrée terme à terme autant de fois qu'on 


le veut. C.Q.F.D. 
Exemple. Développons la fonction Arc tg x en série entière de zx 
(x0 — 0). Développons d'abord la dérivée: 


(Arctg x) — =1A-2+...+(—1)M at +. 


Î 
[+ x° 
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(On s'est servi de la formule de la somme d'une progression géomé- 
trique infinie de raison qg — —z*.) D'après le critère de D'Alembert, 
ce développement a lieu pour | z | 1. Cette série peut être inté- 
grée terme à terme en vertu du théorème 6.5: 


x x Y x 


dt . 2 ; __4R ok 
ff a-feas...+( 1) IE dt+ 
t) (L (4) (4) 
Donc 
1 2k+1 
Arcigz=z—+...+(—1) ET (Ix| << 1). 


Théorème 6.6. La série entière (1) est série de Taylor de sa somme 
sur l'intervalle de convergence. 

Démonstration. Désignons la somme de la série (1) 
par jf (x). Sur l'intervalle de convergence 


f(t)=80+a(z—-z) +... +ar(t—-z)" +... (9) 


En dérivant (9) nr fois (ce qui est possible d'après le théorème 6.5), 
on obtient 


fO0 (x) = nla, + (n+l)n ... 2an3 (x — xo) + ... 
En faisant x = x,, on trouve 


= 109 (20) 


de n! 


L 


autrement dit la série (9) est la série de Taylor de la fonction f (zx). 
C.Q.F.D. 


Remarque. Le théorème 6.1 établit des conditions suffisantes de 
convergence de la série de Taylor (qui est une série entière) vers la 
fonction qui l’engendre. Le théorème 6.6 indique à l’inverse que 
toute série entière (sur l’intervalle de convergence) est série de Taylor 
de sa somme. 


$ 4. Séries entières à termes complexes 


1. Fonctions d’une variable complexe. Toute suite de nombres 
complexes {:,} est une fonction à valeurs complexes d'un argument 
naturel n. 

Donc 2, = zx, + iy,. où zx, et y, sont des réels. 

On dit qu'une suite {2,} (2, — Ta + iy,) converge vers un nom- 
bre z = x + iy si la suite réelle | 2, — z | —+ 0. c’est-à-dire si pour 
tout £ >> 0 il existe un entier N = N (€) tel que pour tout # > 
> N (e) l'on ait 


Zn —2:1<e. 
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Le nombre : s'appelle limite de la suite {:,}. On note :,—2z ou 
lim 5, —2. 
1x 

Comme |:,—2|—=W(zn—x)-H(y, — y). on a 2, —2 si et seu- 
lement si &«, zx et y, —+y. 

On dit qu'une suite z, est une suite fondamentale (ou de Cauchy) 
si pour tout € >> D il existe un entier Ÿ = N (e) tel que pour tous 
n, m> N (e) l'on ait 


[Zn —2ml<e. 


On peut prouver le critère de Cauchy pour des suites de nombres 
complexes comme pour les suites de nombres réels: pour qu'une 
suite de nombres complexes soit convergente, il est nécessaire et 
suffisant qu'elle soit fondamentale. 

Les suites de nombres complexes sont justiciables d'un théorème 
analogue au théorème 3.3 de la limite de la somme, du produit et du 
quotient de deux suites. 

L'expression 


A PS AE (1) 


où {:,} est une suite de nombres complexes. s'appelle série (à termes 
complexes). 
La série (1) est dite convergente si la suite de ses sommes partielles 
n 


Zn => z converge. La limite de la suite des sommes partielles 


=! 
s'appelle somme de la série. 
La série (1) est dite absolument convergente si converge la série 


al+lel+..+ial+..s tal 
n = 


De même que dans le cas réel, on démontre que si une série con- 
verge absolument. elle converge simplement. 

Passons à l'étude des fonctions d'une variable complexe. Soit D 
un ensemble de nombres complexes. Supposons qu'à tout z € D est 
associé un nombre complexe «# par une application f: # = f (2). 
On dit alors que la fonction & = f (z) est définie sur l'ensemble D. 

Soit z un point d'accumulation de D. 

Un nombre complexe w, s'appelle limite de la fonction f (:) lorsque 
z — 3, Si pour tout € >> 0 on peut exhiber un nombre ô = 6 (£) > 0 
de que pour tout : € D vérifiant la condition 0 | z — z, | < 6 (&) 

"on ait 


[f()—wI1<eE. 
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Si ces conditions sont remplies, on écrit 


lim j (2) = w. 
Soit z, un point d'accumulation de D. On dit que la fonction 
f (z) est continue en z, si elle admet une limite lorsque z tend vers z, et 
lim f (2) = f (20). 
Si z, est un point isolé de D, la fonction f (z) est considérée comme 
continue en 2. 
Soit f (z) une fonction définie dans un voisinage de z,, c'est-à-dire 
pour |z—z |<r (r> 0). 
La limite 
lim f()—} (20) 


L 
æ 
220 0 


si elle existe, s'appelle dérivée de la fonction jf (:) en z, et se note 
f' (Zo). 

La fonction f (z) est dite dérivable en z, si elle admet une dérivée 
en ce point. Une fonction dérivable en chaque point z de D est dite 


dérivable sur D. 
Les fonctions dérivables sont justiciables des règles usuelles de 
dérivation de la somme, du produit et du quotient de deux fonctions. 


Exemple. Montrons que la fonction z" (nr = 1, 2, ...) est déri- 
vable pour tout nombre complexe z et que 


Gen (2) 


Raisonnons par récurrence. Pour nr = 1, on a par définition de la 
dérivée 


Supposons que la formule (2) est valable pour les fonctions puissan- 
ces d’exposant 7 — 1 et prouvons-la pour les fonctions d'exposant n: 


(27) = (22) = sac ( 0 es E z(n—1)2"-=n2 


On appelle domaine un ensemble ouvert connexe *) du plan C 
des nombres complexes **). 


*) La définition d’un ensemble ouvert est donnée à la page 31. On dit qu'un 
ensemble D est connexe si deux quelconques de ses points peuvent être reliés 
par une ligne polygonale entièrement contenue dans D. 

*+*) Tout nombre complexe : = r—+iy est traité comme un point du plan 
rapporté à un système de cuordonnées cartesiennes zx et y. Ce plan s'appelle plan 
complexe 
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Soit f (z) une fonction définie sur un domaine D. Une fonction 
F (:) est une primitive de f (z) dans le domaine D si pour tout z € D 
on a 


F° (2) = f G). 


On démontre que deux primitives quelconques F, (2) et F, (2) 
de f (z) diffèrent entre elles d'une constante: 


Fi (2) — F, (z) = const. 
Il s'ensuit que la différence 
T(z 2) = F(z)—F (2) (2, 20 € D) 
ne dépend pas du choix de la primitive. 
C'est pourquoi l'intégrale (; (€) dé se définit comme la diffé- 


rence des valeurs d'une primi tive : 


f(b)dé=F(2)—F(2) (z 2€ D). 


© x di 


+4 


Exemple. De la formule (2) il résulte que: 


en+1 _-n+1 
+ ro 


er (n= 0, 1:25 5h 


PACE 


Considérons une suite de fonctions {f, (z)} définies sur un même 
ensemble D. 

On dit que la suite de fonctions {f, (z)} converge uniformément 
sur l’ensemble D vers une fonction f (2) si pour tout € >> 0 on peut 
exhiber un entier N — N (e) tel que pour tout x > N (e) et tout 
z£CD 


[fn &)—f(@I1<e. 


où 


On dit qu'une série de fonctions Ÿ g,(z) converge uniformé- 
n = 
ment sur un ensemble D s'il en est de méme de la suite de ses 
sommes partielles {G, (2)}. 


& 


Les suites de fonctions {f, (z)} (ou les séries à En (z)) définies 


dans un domaine D sont justiciables de théorèmes de dérivation et 
d'intégration terme à terme identiques aux théorèmes 5.17 et 5.18. 
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2. Séries entières à termes complexes. 
Définition. Une série de fonctions de la forme 


A+ &(2— 20) +... + an (2— 20)" +... = An (2— 2%)". (3) 
où {a,} est une suite de nombres complexes, s'appelle série entière 
(à termes complexes). 

Soit 
| 


lim 3 Jan! 
n— 00 


R= OLKRK + 00). (4) 


Les séries entières à termes complexes sont justiciables de théore- 
mes analogues aux théorèmes 6.2 à 6.6: 

1. La série entière (3) converge absolument pour tout z satisfaisant 
la condition | z— 29 | << R; si R est fini, elle diverge pour tout : tel 
que |2— 3 | > À. 

La quantité R s'appelle rayon de convergence de la série (3). la 
formule (4). formule de Cauchy-Hadamard. 

Du théorème énoncé il résulte que la série (3) converge unique- 
ment en z, pour À — 0; converge absolument dans le disque 
[2—5 | << R pour R>0; converge absolument sur le plan C 
tout entier pour À = —+oo. 

Le disque | z — z, | < R (ou le plan C) s'appelle disque de con- 
vergence de la série (3). 


Remarque. On ne peut rien dire de précis à l'avance sur le com- 
portement de la série (3) sur le cercle | z — z, | = À. 

2. Si la série (3) converge en un point z,, elle converge absolument 
pour tout : tel que [5 — 3 | << | 2 — 2 |. 

3. La série (3) converge uniformément dans tout disque fermé 
|z— z | <r (r< R) contenu dans le disque de convergence de (3). 

4. La série (3) est dérivable (intégrable) terme à terme dans son dis- 
que de convergence autant de fois qu'on le veut. 

9. La série (3) est série de Taylor de sa somme dans son disque de con- 
vergence. 

Nous glisserons sur les démonstrations de ces propriétés, car elles 
sont calquées sur celles des théorèmes 6.2 à 6.6. 

Considérons en conclusion les propriétés de la fonction expo- 
nentielle e* de la variable complexe z. 


Définition. Pour tout z complexe, posons 


its +. +i+.. = X =. (5) 
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D'après le critère de D'Alembert, cette série converge absolument 
pour tout z complexe, puisque 


s+ln! 


lim nn 


nn —00 


ÿ 5: ob 


Remarquons que pour z = x réel, la formule (5) se transforme en 
une ordinaire série de Taylor pour la fonction réelle e*. 
Montrons que pour tous z, et :, complexes. on a l'identité 


errgrs = entra, (6) 


En effet. le théorème 3.25 (qui est valable aussi pour les séries 
à termes complexes) nous dit que 


Fr on D 7 honk 
“1 æs) 1709 
Z10723 — Et. = | = \ me 
een =| > FI > nl À Hiin—#) 


k=0 n=0 n=Ù k=U 
2 n : 2 n 
n 
nu > er > KT (n — 4! 2i2n 4e > Fi » CHE HER _ 
n—1) R=0 nt) k=0 
00 
1 (21 +52)" 


—: ms etes, 
n! 


(On s’est servi de la formule du binôme de Newton.) 
C.Q.F.D. 


En posant z = iy dans (5), on obtient 


AU PL 


2 iy3 4 . 
op en a orme 


n! 


: y® yŸ y°h 
= (+++ +... )+ 


y°k=1 


+i(+- he + )=cosy+isiny. 
1! 31 ‘ (2k — 1)! Das 


(Entre parenthèses on reconnaît les séries de Taylor des fonctions 
cos y et sin y respectivement.) 


Donc 
eV = cos y + i sin y. (7) 
En particulier, en? — —1, ex — 1. 
La formule (7) implique 
ei - e”iy : eiv— et 
OST Tr mn + SNY—=—;— 


Ces relations s'appellent formules d'Euler. 
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Remarque. Soit z = | z | (cos 8 + à sin 8), 68 = Arg z, un nombre 
complexe sous sa forme trigonométrique. En vertu de (7). on a z = 
— |z21|1e'. Ceci est la forme exponentielle d'un nombre complexe. 

Soit : — x + iy. D'après les relations (6) et (7), on a 


e‘+iv — el e* (cosy + isiny). 


Cette identité peut être prise pour définition de la fonction &. 
La fonction e* est périodique, de période 2xi. En effet, 


e:t2ti= — e‘e’ti — e°. 


Calculons la dérivée de e’. La série (5) est dérivable terme à terme 
d'après la propriété 4. Donc 


=. d., 2 , 
(e°) = Don rues 


nz"-1 


n! 
n—1 
ds 


RÉ TES ue Tant se. =€', 
soit 


CHAPITRE 7 


APPLICATION DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
À LA DÉTERMINATION DES LIMITES ET 
À L'ÉTUDE DES FONCTIONS 


ÿ 1. Règle de l’Hospital 
On se propose de démontrer trois théorèmes qui nous permet- 


tront de calculer les limites de la forme lim ES où les fonctions 
X—n 

Ï (x) et g (x) tendent simultanémert vers O (ou l'infini) lorsque 

Z—+ 4. 


Théorème 7.1. Soient f(x) et g(x) des fonctions dérivables sur 
Ja, b[, lim f(x) — lim g(r)=0 et g'(r) 0 sur ]a. b[. Si existe 


x—+a+0 xX—a+0 
la limite 
fr) 
X—a+n £ (x) Don 
il en est de même de lim fG) et 


X—n+0 £ (x) 


lim ASE À. 


x—a+0 Ê (x) 


Démonstration. Soit x € Ja. bI[. Posons f (a) — g (a) — 
= 0. Les fonctions f (x) et g (x) seront alors continues . l'intervalle 
la, xl et dérivables sur Ja, xl. D' après le théorème 5.9 de Cauchy, 
il existe un point E — £ (rx) (a <E<z) tel que 


fx) __1@)—f(a) _ FE 
g (2) g(z)—g(a)  g’(à) © 


Il est évident que ë — a + Ô lorsque x — a + 0. Donc 


lim 1 lim f'(E) 


X—n+t0 à ee). x—a+0 g” (5) 


-= À. 


C.Q.F.D. 


Remarque. Le théorème prouvé reste valable mutatis mutandis 
lorsque zx — a — 0 (ou x —+ a). 


11-01289 
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Théorème 7.2. Soient f (x) et g (x) des fonctions dérivables pour 
z> a, Jim f)= lim g(r)=0 et g (1) O0 pour r>a. 


+00 X— +00 
Si écile la limite 


lim pe — À, 


X— +oo g' (x) 


il en est de même de la limite lim j et 


æv+o0 & g(z z) 
X— +00 g(z) 


Démonstration. Sans perdre en généralité, on peus a 
mettre que a>>0. Il est évident que les fonctions f (=) et 


£ (+) sont définies et dérivables sur l'intervalle Jo. if . 


im f(+)= im e(+)=0e He) 5e (5)#0 


sur cet intervalle. D’après le théorème 7.1, 


xt ET) Tone (>) t0+0 _d D 
CA tr a © 


f(x) 
——— lim = À. 
{—0+0 g’ (+) X— Ho g (x) 


C.Q.F.D. 


Remarque. Le théorème prouvé reste valable mutatis mutandis 
lorsque x —> —oco (ou z—> ©). 


Théorème 7.3. Soient f (x) et g (x) des fonctions dérivables sur 
Ja, bl. ou .1® — Jim g (x) = © et g(x) 0, g' (x) 0 
a+0 
sur Ja. bl. Si existe la limite 


lim f G) = À, 
x—a+0 £g (x) 


il en est de même de lim JE) et 
xa+0 8 8) 
f(z) 
x—a+0 g (x) se 


(1) 
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Démonstration. Soientzet x, tels quea<r< x, < b. 
D'après le théorème 5.9 de Cauchy, il existe un E € ]x, xl tel que 
1@)— fo) _ fE) 
g(z)—g(ro)  g'E)° 


D'où il résulte que 


fG) __fE) rs F(zo) _ gro) f'(E) (2) 
#() g'Æ) g(r g(z) 8°) : 
Soit donné un € >> 0. En vertu de (1) il existe un 8, = 6, (£) — 0 
tel que pour tout x vérifiant la condition 0 r—a<ô,(£)on a 
l'inégalité 
f(x) 
g' (x) 
Choisissons x, tel que 0zr, —a<ô,(e). Alors 0O<LE— a << 
<< Ô, (e) ct 


4l<+. 


f” () £ 
re 4]<+- (3) 
Par hypothèse, lim + 0. Donc, il existe un ô,— 6, (e) 0 
x+a+0 8 (x) L É 
tel que pour 0 r—a< 6, (e) l’on a 
Î (zo) € & (zo) £ 
os Eole (3) 
De l'égalité (2) il résulte en vertu de (3) et (4) 
F2) JE) Î (Zo) g (zo) || f” () 
g (x) A|<| 8” () * + g (x) + g(z) 11 8°) < 


E | 4 £ £ 
Ch ie dre (4+3)=e 
pour 0Ôzr—a<ô6(E) — min (ô, (£), xo — a). Donc 
f (a) _ 


x—+a+0 g (x) 


C.Q.F.D. 


Remarques. 1. Le théorème prouvé reste valable mutatis mutandis 
lorsque x —> a — 0 (ou x —+ a) de même que lorsque zx — + (ou 
TZ —+ oo). 

2. En vertu des théorèmes 7.1 à 7.3, il existe une méthode géné- 
rale de calcul de la limite du quotient de deux fonctions, basée sur 
l'égalité 
:m {© _ Jim 2 


lim g (x) Te g'(z) © (5) 


Cette méthode s'appelle règle de l’ Hospital. 
11° 
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Si les dérivées f” (x) et g” (x) satisfont les hypothèses de l’un des 
théorèmes 7.1 à 7.3. la règle de l'Fospital peut être appliquée une 
seconde fois: 


HE On l'E no dE 
_ gr) de go) on g (2) 


3. Si après usage de Ja règle de l'Hospital on trouve que 


lim 2 oo, alors lim ® 
X—+a £ (x) x—a g (2) 


règle de l’Hospital) 


— © aussi, puisque (en vertu de la 


; ; (x) 
lim £E lim e a 0 
ve JE ol 
4. Les théorèmes 7.1 à 7.3 se rapportent au cas où l'on cherche 
la limite du quotient de deux fonctions f (x) et g (x) tendant simulta- 
nément vers zéro (ou vers l'infini) lorsque x —+ a. Trouver une telle 


U co 
Il existe d’autres types d'indéterminations. par exemple: Oco. 
oo — 00, 00, oo, Üæ, 1. 


: > : 3 . = () co 
Toutes ces indéterminations se ramènent à la forme sou Les 


Jr Sri ee 0 
limite c’est lever une indétermination de type — (ou 2). 


deux premières par des transformations, les autres, en prenant Île 
logarithme des fonctions correspondantes. 


Exemples. 
| 4— cos x ._ Sin cos 7 | 
4. Lim ———— — Jim 5 — lim TE 
T° x 
x—+0 Xx—0 Xx—æ0 _ 


Nous avons appliqué la règle de l’Hospital à deux reprises. 


1 
| In r FE: 
2. lim —= lim ——= lim —-=0 (8 0). 
X—æ+o ZT X—+oc ET X—æ+oo £ 
1 
! : lan r : 7 
3. lim sinr= lim —= lim —— - 
x—+0+0 X—0+0 T x—æ0+0 —E€T 


— Jim (—2)-0 (e > 0). 


x—0+0 
4. Calculons la limite lim 2*. On a affaire à une indétermina- 


x—0+0 
tion de la forme 0°. Jl est évident que 2° — e*iñn*x, Dans l’exem- 
ple 3, on a vu que lim zinzxz—0. Donc 
Xx—0+0 
lim xinx 
lim 2*=—ex-0+0 ==], 


T—-hn+0 
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5. Considérons la fonction f (x) — e-!/** (jf (0) — 0). Montrons 
que f (x) est indéfiniment dérivable et que #7) (0) = O (nr = 0, 
9 


Pour x # 0 la fonction f (x) admet visiblement des dérivées de 
tout ordre, et de plus 


l 
n L\ y, x 
F0 (= Pa (—)e *, (6) 
où P,(t) (t = 1;x) est un polynôme. Donc, ft" (x) est une combi- 
naison linéaire de termes de la forme Tes (E= 0; 1, 2: 3:40) 
Montrons que 


lime * 0. (7) 


En effet, en faisant le changement de variable { — 1/xr° et en 
appliquant la règle de l Hospital ? fois, on obtient 


ni 
F- 
1 _ k ° 
: Rs 
lim|—e “= fin lim = ,., 
x0 1 7 t+oo el t—> +00 el 
h 
——-! 
ne 
HE). (4uei) 
...—= lim ———— = =0; 
t—+ too et 
où le nombre ! est défini par les conditions Le —Ll LI OU, 
k 
nn I < 0. 
De la relation (7) il s’ensuit que pour tout polynôme P (t) 
lim P (+) e =) (8) 
x—0 ns 
Montrons que /("(0) = O pour nr = 0, 1, 2, ... Faisons la 


démonstration par récurrence. La formule est visiblement valable 
pour nr — VU. Supposons qu'elle l’est pour la dérivée d'ordre r — 1 
et montrons qu'elle a lieu pour la dérivée d'ordre ». Par définition 
de la dérivée (en vertu de (6) et de (8)), on a 


n) (012 Lim LP DHTML AN 
fe (0) = lim = =lim Pas(s)e * =0. 


La fonction f (x) est donc indéfiniment dérivable et ft") (0) — O0 
(n = 0, 1, 2, ...). 
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$ 2. Calcul des limites de fonctions 
avec la formule de Taylor 


Soit f (x) une fonction r fois dérivable sur un intervalle P et soit 
a € P. Si la fonction f(" (x) est continue en a, on a la formule de 
Taylor avec un reste sous la forme de Peano ($ 1. chap. 6): 


F6 = fo) + LE (a+ + (ra + 0 ((z—a)). (1) 


Cette formule est favorable au calcul des limites de fonctions. 


z--Sinx 


Exemples. 1. Trouver lim = 


x—0 


D'après la formule (1) (pour a=:0 et n —3). 
sin rer +o(r). 


Donc 


2 + o(#) 


.. r—sinr : . | _ 
RE Sin — =lim(++o(1)) ee 


x—0 x— (1 xz—0 


On s'est servi de la relation évidente 2 EL o(1). 
1— cos z—+ 2° 
2. Trouver im ————. 
x+0 (1—cos . 


Il est évident que cos + — 1 — + o(x°) et [1 —cos +) = 
= + o (rt). Donc le numérateur de . limite doit être développé 


jusqu’à l’ordre 4. En vertu de la formule (1), 
cos x — 1 — +0 (xi). 


En utilisant ce développement on trouve 


4 
| 1—cosz— © 7° — Lo(zt) 
D" = lim ——- 
x—U (1—cos +) ST gro 
Ne 1 ne 
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$ 3. Etude des fonctions 


1. Conditions suffisantes de monotonie d’une fonction. D'après 
de corollaire 2 du théorème 5.8, une fonction dérivable sur un inter- 
valle P est croissante (resp. décroissante) si f” (x) > 0 (resp. f” (x) < 
<< 0) sur 2, strictement croissante (resp. strictement décroissante) si 
f (&)>0 (resp. f’ (x) < 0) sur P. 


Remarque. Grâce à la formule des accroissements finis de La- 
grange on établit sans peine que si f” (7) >0 (resp. f” (x) <0) sur P 
et si l’ensemble des points x € P en lesquels f’ (x) —0 est composé 
de points isolés, alors la fonction f (x) est strictement croissante (resp. 
strictement décroissante) sur P. 


2. Conditions suffisantes d’extrémum local. Supposons qu'une 
fonction f (x) est définie sur un intervalle ouvert P et présente un 
extrémum local en un point a € P. Si f (x) est dérivable en a, on 
a f’ (a) = 0 en vertu du théorème 5.6 de Fermat. 


Définition. On dit qu'un point a est un point stationnaire 
pour une fonction f (x) si elle est dérivable en ce point et f” (a) = 0. 

Donc, si a est un point d’'extrémum relatif de f (x), soit c’est un 
point stationnaire de f (x), soit f’ (a) n'existe pas. 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) présente un maximum 
(resp. un minimum) local strict en a s'il existe un voisinage 
la — Ô, a + ô & P tel que 


f (x) <f(a) (resp. f (&) > f (a)) 


pou 0O<|r—a|<6. 
Le maximum iocal strict et le minimum local strict se regroupent 
sous le terme générique d’extrémum local strict. 


Théorème 7.4. Soit f (x) une fonction n (2) fois dérivable sur un 
intervalle ouvert P dont la dérivée ff) (x) est continue en un point 
aEP. Sif' (a) =0,/f" (a) —=0,..., fr-9 (a) = 0 et fm) (a) Æ 0, 
alors a) pour n = 2m (c'est-à-dire lorsque la première dérivée non nulle 
en a est une dérivée d'ordre pair) la fonction f (x) présente en a un mazi- 
mum locai strict pour f() (a) < 0 et un minimum local strict pour 
9 (a) > 0; b) pour n = 2m + 1 (c'est-à-dire lorsque la première 
dérivée non nulle en a est une dérivée d'ordre impair) la fonction f (x) 
ne présente pas d'extrémum en a. 

En particulier, si n = 2, f (a) = 0, f” (a) 0, alors le point 
a est un point de maximum local strict pour f” (a) 0 et un point de 
minimum local strict pour f” (a) => 0; sin = 3, f (a) = 0. f" (a) = 0, 
f" (a) 0, il n'y a pas d'extrémum en a. 
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Démonstration. Puisque f’ (a) = ... = ft"-) (a) = 0, 
ft") (a) Æ 0, la formule de Taylor s'écrit 
(n) 
f(z)= fa) + LE (2 a) + 0 ((x— a)". (1) 


Si l’on met le reste sous la forme 
0 (x — a)") = @ (x) (x — a)", 


où «& (x) est un infiniment petit lorsque z — à, l'égalité (1) devient 
(n) : 
fe) —f(o)= (Le + a (2) G—0). (2) 


Comme lim a(x) = 0. il existe un ô >> 0 tel que pour |x1—a|<ô, 


la fonction Le 


Sin = 2m et O0 < |z—a]|< 6, en vertu de (2)on a 


f G&) <f(Q) 


+a(z) est de même signe que f (”") (a). 


pour f(" (a) < 0 et 
fx) > f (a) 


pour f() (a) > 0. Donc la fonction f (x) admet en a un maximum 
local strict si f(") (a) << O0 et un minimum local strict si f() (a) > 0. 
Si nr — 2m —+ 1, la différence f (x) — f (a) présente en vertu de 
(2) des signes différents sur les intervalles Ja — 6, al et Ja, a + ôl. 
Le point a n’est donc pas un point d’extrémum local. C.Q.F.D. 


Exemples. 1. Soit la fonction f (x) = z° — x°. Calculons ses déri- 
vées : f” (x) — 2x — 3x, f” (x) = 2 — 6x. Il est évident que jf’ (0) = 
= 0, f” (0) = 2 > 0. La fonction f (rx) admet en x = O0 un minimum 
local strict d’après le théorème 7.4. 

2. Soit la fonction f (x) = x° + z4. Calculons ses dérivées: 
f(x) = 3x° + 428, f° (x) = 6x + 122*, f(x) = 6 + 24x. Il est 
évident que f’ (0) = O0, f” (0) = 0, jf” (0) = 6 0. D'après le théo- 
rème 7.4, la fonction f (x) ne présente pas d’extrémum local en x = 0. 

Si une fonction f (x) n’est pas suffisamment dérivable en un point a 
(ou si toutes ses dérivées sont nulles: f() (a) = 0, n = 1, 2, ...), 
le théorème suivant est d’une grande utilité. 


Théorème 7.5. Soit f (x) une fonction continue sur un intervalle 
Ja — ô, a + ô[ et dérivable partout sur cet intervalle sauf éventuelle- 
ment en a. Si f (x) < 0 (resp. f’ (x) > 0) pour a— 0 <L<rz<ae 
f  (æ)>0 (resp. f’ (x) < 0) pour a Lx < a + 6, la fonction f (x} 
présente en a un minimum (resp. maximum) local strict. 

Démonstration. Supposons par exemple que f’ (x) < 0 
pou a—0Ü<r<actf (x) > 0 pour a<zxr<a+ 6. La fonc- 


$ 3] ÉTUDE DES FONCTIONS 169 


tion f (x) est continue sur l'intervalle ja — 6, a]. D’après la formule 
des accroissements finis de Lagrange, 


f @&) — f (a) = j () & — 0), 


où + E Ja — 6, al, x<ËE <a. Il s'ensuit que f (x) > f (a) pour 
x € Ja — 6, al. On démontre de façon analogue que f (x) > f (a) 
pour z € Ja, a + ô[. La fonction f (x) admet un minimum strict 


en a. C.Q.F.D. 


Remarques. 1. Il est évident que si f’ (x) présente le même signe 
sur les intervalles Ja — 6, al et Ja, a + ôl, le point a n’est pas un 
point d’extréemum local. 

2. L'usage du théorème 7.5 est recommandé dans le cas où Ia 
dérivée f'(a) existe et le calcul des dérivées supérieures, fastidieux. 


Exemples. 1. Considérons la fonction f (x) = Vizl. Il est évi- 
dent que sa dérivée f(x) — ST zZÆO, est <0 pour zx <0 
A LT 
et =>0 pour z > 0. D'après le théorème 7.5, la fonction f (x) pré- 
sente un minimum local strict en zx = U. 

I1 est immédiat de vérifier que f’ (0) — c. Le graphique de Îla 
fonction f (x) admet une tangente verticale en (0, O0) (fig. 15). 

2. Considérons la fonction f (x) — e-/* (f (0) = 0). Comme 
prouvé précédemment (page 165), f(" (0) = 0 pour r = 0, 1, 2, ... 
Le théorème 7.4 ne nous permet pas de dire si x = 0 est un point 
d’extrémum local ou non. 


1 
D] Pat 
La dérivée de cette fonction est f’ (x) ses zZÆ0. Il est 


évident que f’ (x) est du signe de x. En vertu du théorème 7.5, la 
fonction f (x) admet un minimum local strict au point x = (. 


Remarque. Soit à déterminer le maximum (resp. le minimum) 
d’une fonction f (x) continue sur un intervalle [a, b] et dérivable 
sur Ja, bl. D'après le théorème de Weierstrass, cette valeur est 
atteinte en un point E € [a, b]. Si E est un point intérieur de [a, b], 
le théorème 5.6 de Fermat nous dit que f’ (£) — 0. Donc la fonction 
f (x) atteint son maximum (resp. minimum) soit en un point station- 
naire, soit en un point frontière : en a ou b. Dans le dernier cas on dit 
que f (x) présente un maximum (resp. minimum) aux bornes. 


3. Conditions suffisantes de convexité. Points d’inflexion. Sup- 
posons qu’une fonction f (x) est dérivable au voisinage d'un point a. 
Alors 


Y = f(a) + f (a) (X — a) 


est l'équation de la tangente à la courbe y = f (x) au point (a, f (a))- 
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Définition. On dit que le graphique de la fonction f (x) a sa con- 
vezilé tournée vers le haut (resp. le bas) ou encore est convexe verslehaut 
(resp. le bas) au point a s’il existe un ô —>0 tel que pour 0 < 
<|z—a]|<Ôô l’on ait 


1G)<f(@) +f (@)(&—a) (resp. f (x) > f (a) + f (a) (x — a)). 


c'est-à-dire que le graphique de f (x) est situé au-dessous (resp. au- 
dessus) de la tangente en (a, f (a)) (fig. 16). 


ÿ x 
0 ) d ”_ 


x (#] a x 


0 
Fig. 15. Fig. 16. 


Définition. On dit que le graphique de la fonction f (x) est convexe 
vers le haut (resp. le bas) sur un intervalle ouvert P s'il l'est en tout 
point a de P. 


Définition. Supposons que la dérivée f” (x) est continue dans un 
voisinage de a. On dit alors que a est un point d'inflexion de f (x) 
s’il existe un Ô >> 0 tel que 


f@)<f@) +f a) (—a F(G&)>f(a) + f (a) (x —a)) 
pour a—ÔÜ<r<aet 
f@>fQa)+f (a) (x —a) (G()<f(a)+f (a) (x —a)) 


pour a < z < a + 6, autrement dit le graphique est situé d’un côté 
de la tangente en (a, f (a)) pour zx <a, et 
de l’autre pour x > a (fig. 17). 


Théorème 7.6. Soit f(x) une fonction n 
(>2) fois dérivable sur un intervalle ouvert P, 
la dérivée f(") (x) étant continue en a € P. 
Si f” (a) — 0,...,f("-D (a) = 0 et 
{9 (a) Æ 0, alors 

a) pour n — 2m le graphique de f(x) en 
a est convexe vers le haut (resp. le bas) si 
fe (a) < 0 (resp. °°? (a) > 0); 

b) pour n — 2m + 1 le point a est un point d'inflexion de f (x). 

En particulier, si n = 2 et f” (a) 0, le graphique est convexe 
vers le haut (resp. le bas) en a; si nr = 3, f” (a) = 0 et f” (a) 0, 
Le point a est un point d'inflexion de f (x). 


Fig. 17. 
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Démonstration. Puisque f’(a) — ... = f"-9 (a) = O0, 
f9 (a) 0, la formule de Taylor entraine 


f(x)—f(a)—f'(a)(x—0) = EE (a) +o((x—a)). (3) 


Si l’on met le reste sous la forme 
0 ((c — a)") = a (x) (x — a)”, 


où « (x) est un infiniment petit lorsque x —+ a, l'égalité (3) devient 
, am) n 
f@)—f(@)--f (a (0e (@+a(r)(-a". (4 


Comme lim & (x) — 0, il existe un ô > 0, tel que pour |x1—a|<, 


X—+a 


Ja fonction a + -a(zx) est du même signe que {(” (a). 


Si n = 2m et 0<|zxz—a|< ô, alors en vertu de (4) 
f (x) <f (a) + f' (a) (x — a) (resp. f (x) > f (a) + f (a) (x — a)) 


pour f(") (a) < 0 (resp. fl) (a) > 0), autrement dit le graphique de 
la fonction f (x) est convexe vers le haut (resp. le bas) en a. 

Sin = 2m + 1, la différence f (x) — f (a) — f’ (a) (x — a) prend 
des signes différents pou a—0Ü<r<aeta<z<a+ô. Le 
point a est donc un point d'inflexion de la fonction f (x). C.Q.F.D. 


Exemples. 1. Considérons la fonction f (x) = sin x. Ses dérivées 
sont: f” (x) = cos x, f” (x) = —sinzx, f” (x) = —cos x. Il est évi- 
dent que f” (0) — 0 et f” (0) = —1 0. D'après le théorème 7.6, 
le point x — 0 est un point d'inflexion de f (x). 

2. Considérons la fonction f (x) — xz° + 2. Elle admet pour dé- 
rivées: f° (x) — 2x + 3x°, f(x) = 2 + 6x7. Il est évident que 
f" (0) = 2>>0. D'après le théorème 7.6, la fonction f (x) est con- 
vexe vers le bas au point x = (0. 

Le théorème suivant est utile dans l’étude des graphiques de fonc- 
tions. 


Théorème 7.7. Soit f (x) une fonction dont la dérivée première 
f (à) est continue sur l'intervalle la — 6, a + ôl et la dérivée seconde 
f” (x) existe sur cet intervalle, sauf éventuellement en a. Si f” (x) prend 
des signes différents sur les intervalles ]a — 6, al et Ja, a + ôl, alors 
a est un point d'inflexion de f (x). En outre, si la dérivée f” (a) existe, 
elle est nulle. 

Démonstration. D'après le théorème 7.5, la fonction 
f' (x) présente un extrémum local strict en a. Si la dérivée seconde 
f” (a) existe, on a f” (a) — 0 d’après le théorème de Fermat. 
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Supposons par exemple que a est point de maximum local de la 
fonction f’ (x). Alors 


f (z)—f (a) <O0 pour rEla—ô. a +6, rÆa. 


D'où, en vertu du théorème 5.15, 


(f(t)—f'(a))dt=f(2)—f(a)—f(a)(1—-a)>0, rela—6, al 


y À 


(puisque x <a) et 
x 


(UF (a) at= f(x) f (0) —F (0) —a)<0, 2€, a+ô 


au 


(puisque x >> a). Le point a est donc un point d’inflexion de la fonc- 
tion f (x). C.Q.F.D. 


Exemple. Considérons la fonction 


2 si x >0; 
PONS 


—— si x<0. 
Il est immédiat de vérifier que f’ (x) = |zx |, f” (x) = sgn x pour 
x = 0 et f” (0) n'existe pas. D'après le théorème 7.7, le point x = 0 
est un point d'inflexion de f (x), puisque f” (x) — —1 < 0 pour 


z<0O et f(x) =1>0 pour z> 0. 


4. Asymptotes à la courbe représentative d’une fonction. 
Définition. On dit qu'une droite x = a est une asymptote verticale 
à la courbe représentative d’une fonction f (x) si l’une au moins des. 
limites 
lim f(x) ou lim f(x) 
X—+a+0 X—æa—0 


est égale à —o ou à —co. 


Exemple. La courbe représentative de la fonction f (x) = Ke 


£z— | 
admet la droite x — 1 pour asymptote verticale. puisque 


lim = + ©, lim 
Définition. On dit qu'une droite y = kx + b est une asymptole- 
oblique à la courbe représentative d'une fonction f (x) lorsque x —+ 
— +00 (resp. z —> —0co) si 
lim (f(x)—kr—b;=0 (resp. lim (f(x) —kx—b) = 0). (5) 
X— — 00 


X—+oo 
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Théorème 7.8. Pour qu'une droite y — kx + b soit une asymptote 
oblique à la courbe représentative d'une fonction f (x) lorsque x — +00 
(resp. x —> —0co), il est nécessaire el suffisant que 


lim —. =k, lim (f(x) — x): b (6) 
X—»> +00 X— +00 
(resp. lim Le = }, lim (f (x) — ir) _ b) 


Démonstration. Pour fixer les idees, on traitera le cas 
où zx —+ +00. Supposons que y — kr -- b est une asymptote oblique 
à la courbe représentative de f (x) lorsque z — —<c. Grâce à (5), 
on déduit des égalités 


LE TO Ep, fr) kr (f (0) — kr —b) +b 
que 
lim 2) 2%, Jim (f(2)—4kx)=0. 
X— -L co 7. X— +oo 


Ce qui prouve la condition nécessaire. 
Prouvons la condition suffisante. Supposons qu'existent les 
limites (6). De la deuxième égalité (6) il résulte alors 


lim (f(x)— x —b) — 0, 
X-— +00 


autrement dit la droite y = kr -+ b est une asymptote oblique à la 
courbe représentative de f (x) lorsque x —— +—oo. C.Q.F.D. 
Exemple. Trouver les asymptotes à la courbe représentative de 


la fonction f (x) = = : 


Calculons les limites 


k= lim 22 Jim 


X—+o T PS 


b=— lim (f(x)—kr) = lim ( 
X—+0 X—+o T 


D'après le théorème 7.8, la droite y — kx + b — x — 1 est une 
asymptote oblique à la courbe représentative de f (x). 


Il est évident que lim — L oo, lim = — ©. 
| Ë xe-1+0 TT xenon TT 
Donc la droite r— —1 est une asymptote verticale à la courbe 


représentative de f (:c). 
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5. Etude globale d’une fonction. 

L'étude d'une fonction est résumée par un tableau de variation 
et par la construction de sa courbe repré- 
sentative. Elle comprend les étapes sui- 
vantes. 

a) Détermination de l’ensemble de défi- 
nition et étude de la continuité. 

b) Détermination des symétries ou des 
périodes : ceci permet de limiter l'ensemble 
sur lequel est étudiée la fonction. 

c) Détermination du sens de variation 
soit par une étude directe, soit par une 
étude du signe de la dérivée. 

d) Etude de la fonction aux bornes des 
intervalles de définition et de continuité. 

e) Tableau de variation. 

Fig. 18. f) Etude des branches infinies : recherche 
des asymptotes et des directions asympto- 
tiques. 

g) Recherche des points remarquables: points où la tangente est 
parallèle à Oz, points d'arrêt, points anguleux, points d’inflexion, 
etc. 


mer (fig. 18). 
-f est définie et continue pour tout z # —. 
jf’ =. Cette dérivée est du [signe de 1°+2x dont 
les racines sont x = —2 et x — (0. 
f (2) = —4. 
-f (0) = 0. 


Exemple. f (x) = 


Tableau de variation 


Le tableau met en évidence l'existence d’une asymptote verticale 
d'équation x = —1. 


4 3] ÊTULCE DES FONCTIONS 175 


- Branche infinie lorsque x —-> +co: 
Joe 2) s54 lorsque z —+ + oo (cf. exemple ci-dessus). 


— 


z z+AÂ ? zx 
Donc y = z — 1 est une asymptote oblique. 

- Points remarquables. 

Au point (—2; 4), f (x) présente un maximum local, au point. 
(0; O0), un minimum local. 

LU] 

-La dérivée seconde f”(r) — GTS est du signe de x + 1, 
c'est-à-dire que f” (x) > 0 pour x > —1 et f” (x) << 0 pour z << —1. 
Donc la courbe représentative de f (x) a sa convexité tournée vers le: 
haut pour x << —1 et vers le bas pour x > —1. 


CHAPITRE S 


INTÉGRALE DÉFINIE DE RIEMANN 


$ 1. Définition de l'intégrale de Riemann. 
Conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité 


1. Notion d'intégrale de Riemann. L'intégrale de Newton 
b 
\r (x) dr = F (b) — F (a) introduite au $ 8 du chap. 5 n'existe pas 


pour les fonctions affectées de discontinuités de première espèce sur 
d'intervalle {[a. b]. En effet, étant la dérivée de la primitive F (x), 
la fonction f (rx) ne peut (en vertu du corollaire 3 du théorème 5.8) 
admettre de discontinuités de première espèce. Nous envisageons ici 
une autre construction de l'intégrale définie qui autorise l'intégra- 
tion de fonctions discontinues. 


Définition. On appelle subdivision d'un intervalle |a, b] un en- 
semble de points a = 27 <<... <27, = b. 
Notons cette subdivision par la lettre T. Ainsi 


T = (Li: Li; e ee ., Th}. 
Introduisons les notations suivantes: 
At; =T;;;—7T; (= 0; 1, 5 2e n — 1), 
h(T)= max Ar;. 
O<i<n-1 


Le nombre À (T) sera appelé pas maximal ou tout simplement pus de 
la subdivision T. Il est évident que r > TS 

Soient f (x) une fonction définie sur un intervalle [a, b], T une 
subdivision de {a. b]. Choisissons un point E; € [x;, x;:,] pour tout 


i=0,1,..., nr — 


Définition. L'expression 
n—! 
à f() A: 
s'appelle somme intégrale de la fonction f (x) attachée à la subdivi- 
sion 7 et au choix des points E; (i — 0, 1. .... n —1). 


Définition. On dit qu’une fonction f (x) est intégrable-Riemann 
Sur un intervalle [a, b] s’il existe un réel 7 tel que pour tout € >> 0 
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on peut exhiber un à = Ô (£) >> 0 tel que pour toute subdivision T 
de {a b] de pas hk (T) < 6 (e) et tout choix des points E; € [x;, r;#1l, 
i = 0, 1, ..., nr, on a l'inégalité 

n—i 


D 1ŒE)Ax;—1|<e. (1) 


1=={() 


On dit alors que la limite des sommes intégrales existe lorsque le 
pas À (T) de la subdivision 7 tend vers 0 et l’on écrit 


nt 
lim 2 f(E)Az=l. (2) 
A(T)-0 0 
Le nombre J s'appelle intégrale définie de Riemann de la fonction 
b 


f (x) sur la, b]l et se note (: (x) dr *). Donc 


a 


n— | 


b 
| /@) dr= lim D f(E)Ar.. 
a ACDC; Lo 


Remarque. La limite de la formule (2) se comprend dans un sens 
autre que le précédent : sous le signe de la limite figure une fonction 
de 2n variables z; et E;, et de plus rz — lorsque À (T) — 0. 


Exemple. Si f(x) = c = const, alors 


ni n—-1 
2 'iEnân= À c(ti—x) = c(b—a). 
Il est évident que 
b n—i 


| cdx = lim D f(E)Az= c(b— a). 
J RTY-#0 2 


Théorème 8.1. Si une fonction f (x) est intégrable-Riemann sur un 
intervalle (a, b]l, elle est bornée sur cet intervalle. 

Démonstration. Supposons par absurde que f (x) est 
intégrable-Riemann sur [a, b] mais n’est pas bornée. Soit € >> 0 un 
nombre arbitraire. Par définition d’une fonction intégrable-Rie- 
mann, il existe un nombre Ô = Ô (e) > 0 tel que pour toute subdi- 
vision T de pas h (T) << 6 (e), on a l'inégalité (1). De cette inégalité 
il résulte. en particulier, que l'ensemble des sommes intégrales de 


*) L'intégrale de Riemann est désignée par le même symbole que l’inté- 
grale de Newton. Aucune confusion n'est à craindre, car on montrera plus bas 
que si les intégrales de Newton et de Riemann sont définies pour une fonction 
f (x), elles sont confondues. 


12—01289 
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pas À (T) << 6 (e) est borné. Choisissons l’une de ces subdivisions. 
La fonction f (x) n'étant pas bornée par hypothèse sur [a. b]. on 
peut exhiber un intervalle [x,., z,+,] sur lequel la fonction f (x) 
n'est pas bornée. En choisissant convenablement un point E, € 
E [xz,, zx+1l. on peut rendre le terme f (£,) Ax,. donc la somme in- 
tégrale, aussi grand que l’on veut. Ce qui est impossible. puisque 
l'ensemble des sommes intégrales de pas h (T) << Ô (e) est borné. 
Cette contradiction prouve le théorème. 


Remarque. Le fait que f(x) est bornée est une condition 
nécessaire mais pas suffisante d'intégrabilité d'une fonction au sens 


de Riemann. 
Exemple. La fonction de Dirichlet 
1 si r est rationnel, 
AE b si x est irrationnel 


est bornée sur [a, b], mais pas intégrable-Riemann. En effet, la 
somme intégrale attachée à une subdivision T de [a, b] et au choix 


des points E; est égale à b — a ou à 0 selon que ces points sont ration- 
nels ou irrationnels. Les sommes intégrales n'admettent donc pas de 
limite lorsque hk (T) — 0 et, par suite, la fonction de Dirichlet n’est 
pas intégrable-Riemann. 

L'intégrale de Riemann admet une interprétation géométrique 
simple. Supposons que f (rx) > 0 sur [a, b]. La somme intégrale 


n — 1 
>» f (E:) Az; est égale à l'aire du domaine hachuré sur la fig. 19. 


1=0 
Si la fonction f (x) est intégrable sur [a, b], il est naturel d'appeler 
la limite 


n—! b 
lim 2 f (Ë:) Ars = f (x) dx 


aire du trapèze curviligne G = {(x, y); a<r<b,0<y<f(x)}- 
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2. Comparaison des intégrales de Newton et de Riemann. Etant 
donné qu'il existe deux aspects de l'intégrale définie, en l'occurrence 
l'intégrale de Newton et l'intégrale de Riemann, une question vient 
naturellement à l'esprit : existe-t-il une fonction f (x) pour laquelle 

h 


sont définies l'intégrale de Newton (N) [ Î (x) dx et l'intégrale de 


‘l 
b 


Riemann (R) \ f (x) dx et de plus 


b bd 
(N) (f(odzÆ(R) | f (x) dx? 


a 


La réponse à cette question nous est fournie par le 
Théorème 8.2. Si une fonction f (x) est intégrable-Riemann sur un 
intervalle la, b] et y possède une primitive F (x), alors 
b b 
(N) [Ca dz=(R) | ja az. 


Démonstration. Soit T = {x,, r;, ..., x,} une subdi- 
vision de [a. b]. Alors 


b ni X+1 n—! 
(N) frd=S (NN | re X (F(as)—F (Gi). @) 
1! i—=0 X} i=0 


D’après la formule des accroissements finis de Lagrange, 
Ft) — EF (= FE) (tie — x) = 7 (6) Axi, (4) 
où E,CJxT:. Zritil. 
De (3) et (4) il résulte que 


b n—i 
(N) À fa) dr= X fn Ai. 
i=0 


a 


En faisant tendre À (T) vers 0, on obtient 


b b 
ON) (Go) dr=(R) | f(x) dr. 


C.Q.F.D. 


Donc si les intégrales de Newton et de Riemann d'une fonction 
{ (x) existent sur [a, b], elles sont confondues. Mais on peut produire 


12* 
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des cas de fonctions pour lesquelles l’une de ces intégrales existe, 
mais pas l’autre. 
Exemples. 1. On vérifie sans peine que la fonction 
UE | 2 1 ; 
2 nr — ee 

CEE sin———cos—- si z#0, 

si z—0 

2 sin + si 20. 


0 si z=0(. 


admet pour primitive Fe=] L'intégrale de 


1 


Newton (N) | f(x) dr existe donc. En revanche, l'intégrale de 


U 
| 


Riemann (R) | f(x) dx n'existe pas, puisque la fonction f(x) n’est 


0 
visiblement pas bornée sur l’intervalle [0, 1]. 
2. La fonction f (rx) — sgn x qui présente une seule discontinuité 


en z = 0 est visiblement intégrable-Riemann sur {—1, 1] *). Donc 
1 


l'intégrale (R) | f (x) dr existe. Par contre, l'intégrale en) | Î (x) dx 


=" =1 

n'existe pas, puisque la dérivée F” (x) = f (x) ne peut présenter de 

discontinuité de première espèce (cf. corollaire 3 du théorème 5.8). 
3. Sommes de Darboux. Soient f (x) une fonction bornée sur un 


intervalle [a, b], T — {xo, a, . . ., x, } une subdivision de [a, bl. 
Introduisons les notations suivantes: 


M:=sup f(x), m=inf f(2), 
Ca, b] 


( [a, b] 
M;= sup f(x), m;i— inf f(x), (o) 
Ex, xi,1] Ex Xi] 
n— 1! n=1 
S (T) = D MiAz:. s(T) = > m;At;. 
= 0 i=0 


Les sommes S (7) et s (T) s'appellent respectivement sommes 
supérieure et inférieure de Darboux **). 
Il est évident que 


ni 


s(7 & À FE) Az < S(T). (6) 


*) On montrera au $ 3 qu’une fonction bornée possédant un nombre fini 
de discontinuités est intégrable-Riemann. 

**) Les sommes supérieures et inférieures de Darboux peuvent n'être confon- 
dues avec aucune somme intégrale. Cela tient au fait que la fonction f (x) ne 
prend pas nécessairement les valeurs 4; ou m, sur l’intervalle [z;, x;.:l. 
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Définition. On dit qu’une subdivision 7’ d'un intervalle {[a, b] 
est un raffinement d'une subdivision T si chaque point de T est un 
point de 7’. On écrit alors TE T'ou T'=T. 

Soient 7, et T, deux subdivisions d’un intervalle [a, b]. Dési- 
gnons par 7, 7, la subdivision formée par les points de T;, et T,. 

Prouvons les propriétés suivantes des sommes de Darboux: 


n—1 
1. S(T)= sup  Y f(E) Ar; 
AL Xs, À + 1=0 
do" is1 ne (7) 
s(T)=. inf X f(E)Ax. 
HElxs Xi, 0 
2. Supposons que TET”, où T°” s'obtient à partir de T par adjonc- 
tion de p nouveaux points. On a alors les doubles inégalités suivantes: 


0O<S(T)—S(T)< p(M —m)h (T), 
0<s(T)—s(T)< p(M—m)h(T), 


autrement dit les sommes supérieures de Darboux ne croissent pas par 
un raffinement de T et les sommes inférieures ne décroissent pas. 
3. Quelles que soient les subdivisions T, et T, de [a, blon a 


S(T1) < S (T), 


autrement dit toute somme inférieure de Darboux est inférieure à toute 
somme supérieure. 
Démonstration. Soit e > O0 un nombre arbitraire. Puis- 


que M; — sup f(x), par définition de la borne supérieure il exis- 
[xs. x 


£ i+1 
te des nombres E; tels que 


Mi———<i(E) SM, {i=0,1, ..., n—1). 


b—a 


Ces doubles inégalités entraînent 


n — {| n—{ 


n-1! 
> (Mi) az< Î (E:) Ar; < > M ;Axz; 
i—0 . 


ou 
n— 1 


S(T)—e< > f(E) Ar; &SIT). 
1-0 


Donc 


n—! 


S(T)=. sup Ÿ f()Az. 


Si Cx;. dt Du 
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On établit de façon analogue la deuxième égalité (7). Ce qui prouve 
la propriété 1. 

Vu que tout raffinement de 7 peut être obtenu par adjonction 
successive de nouveaux points, il suffit de vérifier la propriété 2 
pour le cas où 7” se déduit de 7 par adjonction d'un seul point zx’. 
Soit z, << z° <L'zx+1. Il est évident que 


SR Lo 1) << M—m, 


OSM,— sup f(r) << M—m 


x Xp+1] 


— (8) 
S(T)= 2 Mist Csup f (2) (#— 2) + 

1—= XpoY 
n—1 


+( sup f(x) (tan —2) + 2 Mia. 


Lx", Xp 
D'où il s'ensuit que 
S(T)—S(T")= My (zn+i — 7x) —( Po (f (2)) (2° — 23) — 
—( sup f(x) Ge) = Ma Pub. 2) — Tr) + 


Ce, x) 
Fu ” sup f(x)) (Zn+1—2"). 
°Xh+1 
Grâce à (8), il vient 


OZ S(T)— S (1) (M — m) (n41 — 2x) (M — m)h (T). 


On établit de façon analogue la double inégalité 0  s (T') — 
— s(T) L (M — m)h(T). Ce qui prouve la propriété 2 2: 

Soient T, et T, des subdivisions quelconques de [a, b]. Alors 
Te TiUT,et T,cT;, UT: En vertu de la propriété 2 et des 
doubles inégalités (6) 


Ss(T) LS UT) EST, UT:) LS (T)). 
Ce qui prouve la propriété 3. 
D'après la propriété 3. les sommes inférieures de Darboux sont 


majorées et les sommes supérieures, minorées. L'ensemble des subdi- 
visions T admet donc une borne inférieure et une borne supérieure : 


T=infS(T), I1=sups(T). 
T + T 


et de plus 
s(T) L<ILTES(T). (9) 
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Les nombres J et ] s'appellent respectivement intégrales supérieure 
et inférieure de Darboux. 


Lemme de Darboux. Pour tout & >> 0. il existe un nombre à = 
— Ô (e) > D tel que pour toute subdivision T de a, b], de pas h (T) < 
<< Ô(E). on a 


I—e<s(T)<S(T)<T+e. (10) 


Démonstration. Soit > 0 un nombre arbitraire. Par 
définition de la borne supérieure, la relation 7? — sup s (T) implique 
_ T 


l'existence d’une subdivision T, de [a, b] telle que 
s(T;)> 1 — e/2. (41) 


Soit p le nombre de points de T7, intérieurs à Ja, bl. Soit T une 
subdivision quelconque de [a, b] de pas 


h D) < TS = Ô, (€). 


(Si M = m, le lemme de Darboux est manifestement valable, puis- 
que dans ce cas f (x) — c — const et pour toute subdivision T on a 
s(T)= S(T)=c(b— a). Donc I = I = c (b — a).) 

Construisons une subdivision T — T {J T, en ajoutant p points 
au plus à 7. D'après la propriété 2, 


S(T) LS(T)<LST) + p(M—m)h(T) < 

<s(T) LpM-m) ss (++. 
Donc 

S(T,) <SsS(T) + e/2. 
De cette inégalité il s'ensuit, en vertu de (11), 

I <s(T)+—+, 
c'est-à-dire que 

1—e<siT). (12) 


L'inégalité (12) est donc réalisée pour toute subdivision T de [a, b] 
de pas  (T) << à, (E). 


On démontre de façon analogue qu'il existe un Ô, = 6, (e) > Ù 
tel que pour toute subdivision T de [a. b] de pas k (T) < 6. (e) on a 
S(T)<1+es. 


En choisissant Ô (e) — min {6, (e). 6, (e)}, on trouve que la tri- 
ple inégalité (10) a lieu pour k (T) << 6 (e). C.Q.F.D. 
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4. Critère d'intégrabilité-Riemann d’une fonction. 

Théorème 8.3. Pour qu'une fonction f (x) bornée soit intégrable- 
Riemann sur un intervalle (a, b], il est nécessaire et suffisant que pour 
tout e > O on puisse exhiber une subdivision T de |a, b] telle que 


S(T)—s(T) <e. (13) 
D'après (5), l'inégalité (13) peut encore s'écrire 
n—! 


S (M;—m;) Az, <e 
1-0 


ou 
ni 
> O;AZT; TE; 
0 
où w3; = M; — m,; est l'oscillation de la fonction f (x) sur l'intervalle 
[xi, Zita). 
émonstration. Soit e —>0 un nombre arbitraire. La 
fonction f (x) étant intégrable sur [a. b], il existe un Ô = 6 (£) > 0 
tel que pour toute subdivision T de pas h (T) << 6 (e) et tout choix 
des points Ë; Efx;, xzi+.l. l’on a 


5 FE) Am—1|<+ 


i=0 


ou 
n—i 
I—+< 5, fEnAri<I+—. 
i= 0 


D'après la propriété 1 des sommes de Darboux et les doubles inéga- 
lités (6), on a 


1 Ss(T)<S (T)<I++. 


D'où il résulte que pour toute subdivision T de pas h (T) << 6 (e) 
on a la double inégalite 


S(T)—s(T)<2+<e. 


Ce qui prouve la condition nécessaire. 

Prouvons la condition suffisante. Soient € >> O un nombre arbi- 
traire, 7 une subdivision de [a. b] telle que soit réalisée (13). De (9) 
et (13) il s'ensuit alors que 


O<I—T<e. 
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Le nombre € étant arbitraire, ceci n’est possible que pour 1 — L. 
Posons 1 = 1 = I. D’après le lemme de Darboux, il existe un ô — 
— Ô (e) —0 tel que pour toute subdivision T de {a, b] de pas 
h(T) <Ôô(E), on a 

TI—Ee<s(T)<S(T)<I+e. 


Des inégalités obtenues il s’ensuit (en vertu de (6)) que pour 
tout point E;C[x;, z;i+;] 


n— 1 
T—E< 2 f(E)An<I+e, 


c’est-à-dire que 
n—i 


2 fn am—1|<e. 


La fonction f (x) est donc intégrable-Riemann sur {a, b]l. Ce qui 
prouve le théorème. 


Remarque. 11 est immédiat de voir que pour qu'une fonction 
f (x) bornée soit intégrable-Riemann sur un intervalle [a, b], il est 
nécessaire et suffisant que ses intégrales supérieure et inférieure de 


Darboux soient confondues: 1 = 1. 


$ 2. Propriétés élémentaires 
de l'intégrale de Riemann 


1. Si une fonction f (x) est intégrable sur un intervalle [a. b]. elle 
l'est sur tout intervalle [a,, b,1€ la, bl. 

Démonstration. Soit donné un nombre € > 0. D'après 
le théorème 8.3, il existe une subdivision 7 de {[a. b] telle que 


S (T)—s(T)< e. (1) 


Soit T’ une subdivision de [a, b] obtenue en ajoutant les points a, 
et b, à T'et soit T, la subdivision de {[a,. b,] formée par les points de 
T' appartenant à l'intervalle [a,. b,]. Alors 


» AT? &,Az,=S(T')—s(T'). (2) 


(Dans la dernière inégalité, la première somme contient des termes 
positifs correspondant à 7,. et la deuxième. des termes correspondant 
à T’, et de plus chaque terme de la première somme figure dans la 
deuxième.) 


186 INTÉGRALE DÉFINIE DE RIEMANN ÎCH. 8 


Puisque T € T’', d'après (1) et la propriété 2 des sommes de 
Darboux, on a 


S(T)—s(T)<ST)—s(T)<e. () 
Les relations (2) et (3) impliquent 
S'uAt, <e. 
Ti 
La fonction f (x) est intégrable sur l'intervalle [a,, b,] d'après le 
théorème 8.3. Ce qui prouve la propriété 1. 


2. Soita<c<b. Sif (x) est intégrable sur les intervalles \a, c] 
et Î[c, b]. elle l'est sur l'intervalle (a. db] et de plus 


[16 dx = | f(x) dr + ( f(x) dx. 


Démonstration. Soit donné un nombre arbitraire € > 0. 
Appelons T la subdivision de l'intervalle [a, b] formée par les points 
des subdivisions T, et T, respectivement de [a, c] et [c, b]. D’après le 
théorème 8.3, les subdivisions 7, et T, peuvent être choisies telles que 


>, Q; Ax; << e/2, Ÿ w, Ax; << €/2. 
T1 To 

Il est évident que 
2 o,Az; = À vis; +. > OÂT; << E. 


La fonction f (x) est LL sur ac [a, b] d'apres le théo- 
rème 8.3. 

La somme intégrale attachée à la subdivision T peut être mise 
sous la forme 


2 f (En) Ar= Y Z 1 (En) Az: +2 f (Es) Ai. 


En faisant tendre À (T) vers 0, on tient (puisque  (T,) — 0 et 
h (T2) — 0) 


b c 
| fm dr= fra [so 
Ce qui prouve la propriété 2. 


3. Sif (x) et g (x) sont intégrables sur [a, b], il en est de même de 
leur somme f (x) + g (x) et de plus 


b b b 
JUG)+et)ar= | (part |e(odz. (4) 
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Démonstration. Pour toute subdivision 7 de [a, b] et 
tout choix des points Ë; EÎz;, x;+.], on a 


n-1{ n—! n—1{ 


oi (f (Ë:) + g (:)) Az: = 2 f (E:) Az; + D g (E) Axi. (5) 


Les fonctions f (x) et g (x) étant intégrables, les sommes inté- 
grales du second membre de (5) admettent une limite lorsque 
h (T) — 0. Donc. la somme intégrale du premier membre de (5) en 
admet une lorsque À (T) — 0. et. d'après la définition de l'intégrale 
de Riemann, 


b 


b b 
[Ut+etare (ro dr+ g (x) de. 


Ce qu'on voulait. 


4. Si une fonction f (x) est intégrable sur un intervalle (a, b], il 
en est de même de la fonction cf (x), où c est une constante, et 


b b 
| cf(z) dr = c | f (x) dx. (6) 


a 


Démonstration. Elle résulte des égalités 
b n— 1! n—1 b 


[cf (x) dr = lim » S cf (ë) Az; =c Jim. 3 f (Ë;) Az; se[ rt 
: (T)—U 


i1—=0 


». Soient f (x) et g (x) des fonctions ps sur un intervalle [a, b], 
la fonction f (x) étant intégrable sur (a, b] et la fonction g (x) diffé- 
rant de f(x) en un nombre fini de points. Alors g (x) est intégrable sur 
{a.b]l et 


Démonstration. Corsidérons la fonction u (x) = g (x) — 
— f(x). Il est évident que « (x) — 0 sur l'intervalle [a, b] sauf en 


Le AT À Le. À 


un nombre fini de points que nous désignerons par Z3, Ze . . ., Th. 
Posons A] = max {|u(x;) |, ..., | u (x )|}. Vu que chaque point 


Ts Los + + + Zn appartient au plus à deux intervalles [zx;, z;4:l 
i = 0.1.2, ..., nr — 1) à la fois et que sur les autres intervalles 
u (x) = 0. on a 

n—! 


[> :Goan[<S fu (E)1 Az 2pMR (T) 
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quels que soient la subdivision 7 de [a, b] et le choix des points 
E; Elx;, zi+1l. En faisant tendre h (T) vers 0, on obtient 


b 
À u(x) dr =0. 


D'après la propriété 3, la fonction g (x) = u (x) + f (x) est inté- 
grable sur [a, b] et 
b 


g (x) dr = | u (x) dx + f(x) dx = | f(x) dx. 


a a 
Ce qui prouve la propriété 5. 


Remarque. L'intégrale de Riemann peut être définie pour une 
fonction définie partout sur un intervalle [a, b] sauf en un nombre 
fini de points, si, en prolongeant arbitrairement cette fonction à ces 
points, on obtient une fonction intégrable-Riemann. D'après la 
propriété 5, l'intégrale ne dépend pas de la valeur prise par l’inté- 
grant en ces points. 


6. Si des fonctions f (x) et g (x) sont intégrables sur un intervalle 
la, b], il en est de même de leur produit f (x) g (x). 

Démonstration. Etant intégrables, les fonctions f (x) 
et g(r) sont bornées sur [a, b] : |f (x) [SM, | g (x) | L N. D'après 
le théorème 8.3, quel que soit e >> 0, on peut exhiber des subdivisions 
T;, et T, de [a, b] telles que 


S'e (Te) — Sy (T2) < E'2M, 


où S; (T1), Sy (T2) Sont les sommes supérieures, s; (T;). s, (T:), les 
sommes inférieures de Darboux respectivement de f(x) et g (x). 
Soit T = T; [ T,. En vertu de (7) on a alors les inégalités 
S'; (T) — S/ (T) T €. 2V, 
Sa (T) — sy (T) << E/2M, 


ou 
n— 1 
RE SAT, <E/2N, 
i—0 
n— { (8) 
> Ar; << Ee/2, 
1— 
où wi" et «°? sont les oscillations des fonctions f(x) et g(x) sur 


l'intervalle [zx,, r,+1l. 
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L'oscillation w; de la fonction f (x) g (x) sur Î{x;, x;:,l vérifie 
l'inégalité 
0 LMEP + Now. (9) 
En effet, pour tous à, n E [z;, z:+,] on a l'identité 
f (E)g E) — fn) g (n) = f ®) (g (Æ) — g n))+ g (n) G (E) — f )). 
D'où 
|f (6) g E)—f (0) gs MI<MIe (E)— 8 (n)1+ N1fE —f(n)l 


et 


sup |f (#) g(E)— fn) z(MI< 


&, ne(x,, x3, 11 


<M sup  I8E—EeDI+ NS. sup ET DT, 


8 NELXy Xi io i+l 


autrement dit, on a l'inégalité (9) *). 
D'après (8) et (9), on a pour la subdivision T 


n-1 n—i .n—1 
Ÿ ©,Az, SM À Az, + ND wi'Ar, <e. 
i=0 i=0 i—0 


Donc Ia fonction f (x) g (x) est intégrable sur [a, b]. Ce qui prouve la 
propriété 6. 


7. Si une fonction f (x) est intégrable et ©>0 sur la, b], alors 
b 


| f(x) dr>0. 


Démonstration. D'après la condition f (x) >0. pour 
toute subdivision T de [a, b] et tout choix des points E; € [x:. x;4l 
on a 


n—1 
>» f (&i) Az: 20. 
i— 0 


En faisant tendre À (T) vers 0, on obtient 
b 


| f(x) dr>0. 


a 


Ce qui prouve la propriété 7. 


*) On s’est servi de la formule 


w — supf(r) —inff(x) = sup (f (6) — f (n)) = sup 1 F (5) — F (nf) |. 
X X 5, nEX EnEX e 


190 INTÉGRALE DÉFINIE DE RIEMANN [(CH. & 


Corollaire. Si f (x) et g (x) sont intégrables sur la, db] et f (x) > 
> g (x) sur a, b], alors 
b 


b 
À f(dr> | g(ndr. (10) 


a 


Démonstration. D'après la propriété (7), 
b 
| ()—e (2) 4120, 


d'où l’on déduit (10) grâce aux propriétés 3 et 4. 


8. Si une fonction f (x) est intégrable sur un intervalle la, b], il 
en est de même de son module | f (x) | et 


| ( f (2) a|<f LÉ (a) dr. (11) 


Démonstration. De l'inégalité 


If 1—1f/ M I1<17E) —/()l 
il s'ensuit (cf. note de la page 189) que 
o! < Os (12) 
&w; et w; étant les oscillations respectives de |f (x) | et f(x) sur 
(ti, Zi+al. 


La fonction f (x) étant intégrable sur la. b], pour tout € > 0 il 
existe une subdivision T de {[a, b] telle que 


n-1 


à W,Ar; <e. 


D'après (12), on a pour la subdivision T 
n—1 
à AZ, 8. 
i=0 


Donc la fonction |f (x) | est intégrable sur [a, bl]. 
Soit maintenant 7 une subdivision quelconque de [a, b]. Il est. 
évident que 


n-1 n—! 
D FE) Am|< 2 1) | Ar 


En faisant tendre hk (T) vers 0, on trouve l'inégalité (11). Ce qui 
prouve la propriété 8. 
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Remarque. L'intégrabilité de | f (x) | sur [a, b] n'entraîne pas 
celle de f (x). En effet. considérons l'exemple suivant. 


Exemple. Soit f (x) — D (x) — 1/2, où 


{ si x est rationnel, 


D @= | 


0 si x est irrationnel 


est la fonction de Dirichlet. La fonction f (x) n’est pas intégrable- 
Riemann sur [a, b]., sinon la fonction D (x) = f (x) -+ 1:2 Je serait 
en vertu de la propriété 3. Or, on a montré plus haut (cf. exemple de 
la page 178) que D (x) n’est pas intégrable. Pourtant | f (x) | — 1/2 
est intégrable sur [a, b|]. 


9. Sia>>b et la fonction f (x) est intégrable sur [b, al, on con- 
vient que 


a 


b 
fitar= —|j(nar; 
a b 

si a — b, alors 


Î (à) dr = (. 


Q———, > 


On vérifie sans peine que les formules (4) et (6) restent en vigueur. 


$ 3. Classes de fonctions intégrables-Riemann 


1. Fonctions continues. 

Théorème 8.4. Toute fonction f (x) continue sur un intervalle {a. b] 
est intégrable-Riemann sur cet intervalle. 

Démonstration. D'après le théorème de Cantor 4.14, 
pour tout e >> 0 il existe un Ô — 6 (e) > 0 tel que sur tout intervalle 
[e, d] € [a, b] de longueur d—c << 6 (£) l’oscillation w de la fonc- 
tion f (x) est <<e/(b — a). 

Soit T une subdivision de [a, b] de pas À (T) << 6 (e). L'oscilla- 
tion œw; de la fonction f(x) sur [zx;, x;+,] vérifie l’inégalité 
@; << e/(b — a). 

Pour cette subdivision, 


n—- 1 n—1 


> O,Azr; << ÿr —Ari=e. 


i- 0 i=0 


La fonction f (x) est intégrable-Riemann sur [a, b] d'après le théo- 
rème 8.3. 
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2. Fonctions bornées affectées d’un nombre fini de discontinui- 
tés. 

Théorème 8.5. Toute fonction f (x) bornée et présentant un nombre 
fini de discontinuilés sur un intervalle [a, b] est intégrable-Riemann sur 
cel intervalle. 

Démonstration. Traitons d'abord le cas où la fonction 
f (x) présente un seul point de discontinuité, confondu avec l’une 
des bornes de [a, b], avec le point a pour fixer les idées. Soit w l’os- 
cillation de la fonction f (x) sur Îa. b]. Choisissons un point x, € 
€ Ja. bl tel que 


TZ, — a << Ee/20, (1) 


où € >> 0 est un nombre arbitraire. 

La fonction f (x) est continue sur [x,;, b], donc intégrable-Rie- 
mann. D'après le théorème 8.3, il existe une subdivision T, = 
— {x,. Ze . . ., æ,} de [2,, b] telle que 

n—1 
2 w,Az, € €/2. (2) 

Pour la subdivision T7 = {xs, 1, ..., zh} (x0 = a) de {[a, b] 

on a en vertu de (1) et (2) 


n—î{ n— 1 
i=0 1-1 


n — 1 


= Ch (x, — a) + ÿ, GAZ; L'O +s=e. 


1—= À 


Le théorème 8.3 nous dit que la fonction f (x) est intégrable-Riemann 
sur [a, bl]. 

Considérons maintenant le cas général. Soient E, << Es << . .. 
... < £) les points de discontinuité de / (x) situés à l'intérieur de 
ja, b[. Choisissons des points M, M2, - - ., nNp+, tels que 


ALL Nr LE... LNp < Ep L'ph < bd. 
La fonction f (x) est intégrable sur chacun des intervalles 
le nl Ans El lé ndl,e2s Le na Ms 01 
car elle y présente au plus une discontinuité. D'après la propriété 2 
($ 2) elle est intégrable-Riemann sur [a, b] tout entier. C.Q.F.D. 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) est continue par morceaux 
sur un intervalle [a, b] si elle y admet au plus un nombre fini de 
discontinuités, ces discontinuités (si elles existent) étant soit arti- 
ficielles. soit de première espèce. 

Le théorème 8.5 implique le 
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Corollaire. Toute fonction continue par morceaux sur (a, b]l est 
intégrable-Riemann sur (a, bl]. 


Remarque. Enonçons sans le prouver un théorème plus puissant: 
toute fonction f (x), bornée et présentant sur un intervalle |a, b] un 
nombre dénombrable de discontinuités, est intégrable-Riemann sur cet 
intervalle. 


3. Fonctions monotones. 

Théorème 8.6. Une fonction f (x) monotone sur un intervalle (a, b] 
est intégrable-Riemann sur cet intervalle. 

Démonstration. Pour fixer les idées, on admettra que la 
fonction f (x) est croissante. Soit £ >> 0 un nombre arbitraire. Soit T 
une subdivision de [a, bl de pas À (T) << e/(f (b) — f (a)) *). Il est 
évident que w; = f(z;+,) — f (x;). Donc 


n —1 ni n—1 
À œaz;<h(T) we =h(T) À (f(&i+)—f (&0))= 
— h (T) (f(b)—f (a)) <e. 


La fonction f (x) est intégrable sur [a, b] d’après le théorème 8.3. 
C.Q.F.D. 


Î 
© 


$ 4. Théorèmes de la moyenne 
pour l’intégrale de Riemann 


Théorème 8.7. Si f (x) et g (x) sont intégrables sur (a, b]l et m< 
<Lf(z) << M, gx) > 0 sur la, b], alors 


b b h 
m | gta) dr | f(x) 8 (x) d2 M | g (x) dr. (1) 


Démonstration. Le produit f (x) g (x) est intégrable sur 
a, b] en vertu de la propriété 6 ($ 2). Une intégration par parties de 
a double inégalité 


mg (x) < f (x) g (x) < M£ (x) 
(propriété 7 ($ 2)\ nous donne 


bd b b 
m | e(x)dr< | f(x) (2) dr <M | e (mdr. 


C.Q.F.D. 


*) Sif (a) = f (b), alors f (x) = const et f (x) est manifestement intégrable 
sur [a, b}. 


13—01289 
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Corollaire. Si une fonction f (x) est intégrable sur [a, b] et si 
m <f(x) < M sur la, b]l, alors 


m (b—a)< | f(z) dz <M (b— a). (2) 


Démonstration. L'inégalité (2) découle de (1) pour 
g (x) = 1. 


Théorème 8.8. (Théorème généralisé de la moyenne.) Si f (x) est 
une fonction continue sur [a, bl et g (x) une fonction intégrable et po- 
sitive sur [a, b], il existe un point £E € la, b] tel que 


b b 
ffG)e(dr=f(® [e(n dr. (3) 
Démonstr À tlion. Soient —. inf f(x), M = sup f(x). La 
fonction f(x) est intégrable sur [a, EN continue. On a donc 
la double inégalité (1). Si | g(x)dr=0, on a | f(x) g(x) dr =0 
et par, conséquent la formule (3) est valable pour tout ECIa, b]. 
Si | g(x) dr == 0, alors en vertu de (1) 
b 
\f()g(r)dz 


ME ———<M. 
fear 
a 


D'après le théorème de Weierstrass 4.13, il existe des points x, 
z € [a, b] tels que f (x) = m, f (x) = M. D'après le théorème 4.11 


de Cauchy. la fonction continue f (x) prend toutes les valeurs inter- 
médiaires entre m et M. Il existe donc un point E € la, b] tel que 


b b 
1@= À f(2) g to) ax] | e (x) dr, 
c'est-à-dire qu'on a l'égalité (3). C.Q.F.D. 
Théorème 8.9. (Théorème de la moyenne.) Si une fonction f (x) 


est continue sur un intervalle {a, b], il existe un point E € [a, b]l telque 


b 
À (2) dr = f (E) (— a). (4) 
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Démonstration. L'égalité (4) découle de (3) pour g (x) = 


$ 5. Propriétés de l’intégrale de Riemann 


Théorème 8.10. Si une fonction f (x) est intégrable-Riemann sur un 
ntervalle (a, b], la fonction 


x 


F(#= | J()dt 


est continue sur [a, b]. Si f (x) est continue en un point x, € la, b], 
F (x) est dérivable en x, et 


F° (to) = Î (to) (1) 


Démonstration. D un point arbitraire de {a, b]. La 
fonction f (x) est bornée (| f (x) | M), car intégrable sur [a, 
D'après le corollaire du théorème 8.7 /, la différence 


Xo 


PDP (= | 1@at— (sw at= | st dt 


«a Xe 


est justiciable de la majoration 
FF (mo)1 | | 15 (0)1 dt | <M1z—2ol. 


Cette double inégalité implique 
lim F(x)=F(x), 


ce qui exprime que la fonction F (x) est continue en z,, donc sur 
[a b] tout entier, puisque x, est arbitraire. 

Soient maintenant x, un point de continuité de f (x), e > 0 un 
nombre arbitraire. Il existe alors un ô — 6 (e) > 0 tel que pour tous 
es z € [a, b] vérifiant la condition [z—zx, | 6 (£), l’on a 


1 @) — f Go) 1 < €. 


Les relations 


| _ | 
F (x) ré "A | LA [ ((#)—1 (x0)) dt 
T)— T LS 


13° 
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entrainent 
À DEF _ (un | < MINE dt rs 
Z— 2 VI |z—zx | > [trs 
pour |x2—zx]|<Ôô. Donc 
F (zx) — F (x0) 


= f (0). 


F"(%0) = Rs z—T 


C.Q.F.D. 
Corollaire 1. Si une fonction f (x) est continue sur un intervalle 
x 
[a, b], La fonction F (x) = | f (t) dt en est une primitive sur la, b]. 


a 
Cette assertion découle directement de la formule (1). 


Corollaire 2. Si une fonction f (x) est continue sur un intervalle 
[a, b], alors 


b 
| f(t)dt=F (b)—F (a), (2) 


où F (x) est une primitive de la fonction f (x) sur la, b]. (La formule de 
Newton-Leibniz ($ 8, chap. 5) est donc valable pour l'intégrale de 
Riemann d'une fonction continue.) 


Démonstration. La fonction F (x) = f(t) dt étant une 
a 
primitive de f(x), il vient, en vertu du théorème 5.11, 
F (= f(t)dt+C. 
En faisant x — a, on trouve que C = F (a). Donc 
| f(t)dt=F (x) —F (a). 
En faisant z = b, on obtient la formule (2). C.Q.F.D. 
Corollaire 3. Si une fonction f (x) est continue sur un intervalle 
[a, b], elle est intégrable-Riemann et intégrable-Newton sur [a, b] et 


ces deux intégrales sont confondues. 
Cette assertion découle directement de la formule (2). 
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Les propositions suivantes sont valables pour l'intégrale de 
Riemann d’après le corollaire 3 et les propriétés respectives de l’in- 
tégrale de Newton (propriétés 5, 6 du $ 8, chap. 5): 

1) Si des fonctions uv (x) et v (x) sont continues sur un intervalle 
[a, b] avec leurs dérivées, on a la formule d'intégration par parties 


b b 
| u(z)v'(z)dr=u(x)v(x) U— [ v(z)u’ (x) dx. (3) 


2) Si une fonction w (t) est continue sur un intervalle P et une 
fonction f (x), continue avec sa dérivée sur un intervalle [a, b], et 
en outre f ([a, bl) € P, on a alors la formule de changement de va- 
riable 

b 1(b) 
jou) faire | pt. (4) 
a f(a) 

Montrons l'existence de formules identiques à (3) et (4) mais sous 

des conditions moins restrictives sur les fonctions sollicitées. 


Théorème 8.11. Si des fonctions u (x) et v (x) sont intégrables- 
Riemann sur un intervalle (a, b] et 
x x 
U(x)=U+ | u(t)dt, V(x)=Vot+ | v(t)dt, 
où Un et V, sont des constantes arbitraires, alors il en est de même des 
fonctions U (x) v (x) et V (x) u (x) et l’on a la formule 


b b 
[ U(x)v(x) dr =U (x) V (x) | — { V(x)u(x) dr. (5) 

Démonstration. Signalons aussitôt que les intégrales de 
la formule (5) existent. En effet, les intégrants sont des produits de 
fonctions intégrables-Riemann w (x) et v (x) par des fonctions conti- 
nues U (z)et V (x) qui sont aussi intégrables. (Le produit de fonc- 
tions intégrables-Riemann est intégrable d’après la propriété 6 
du $ 2.) 

Passons à la démonstration de la formule (5). Soit 
T = {to: T1, - - ., Th} une subdivision de l'intervalle [a, b]. Il est 
évident que 

Xi41 


U (zi+1) —U (x;) = | u (x) dz, 


V (zi+s) —V (xs) = | v (x) dx. 


X ; 
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On a donc l'identité 


n-{ 
UV (= D Uri) V (ie) —U (x) V (æ))= 


i=0 
n— 1 
— » (OU (Zi) —Ù (mi) V (mi4s) + Ü (x) (V (ris) —V (mi) = 
i=0 
n-1 Xis1 Xi+1 
— ÿ» (V (&+1) | u (x) dr +U (x;) ( v (x) dx) . (6) 
i=0 x} *, 
Posons 
Vi+1 
ri = | u(z)dr—u(x;:;) Ax;, 
à. (7) 
re) — À v(r) dr—v(x;) Ar. 
Alors 
X 141 
ri =| | (u(z)—u(x;s1)) dx | < 
Xi 
ist 
< | Iu(—u (si) dr<uArs, (8) 
X3 


où w!” est l’oscillation de la fonction uw (x) sur l'intervalle 
[zi, Li #1]. 
On démontre de façon analogue que 
Ir <of’Az;, (9) 
où &® est l’oscillation de la fonction v(r) sur l'intervalle 


[ti Ti). _ : 
En vertu de (7) l'égalité (6) peut être mise sous la forme: 


b n— 1 ne 
D (Ve À Vu (a) Ant À U (env (ep Ami+ 


ni n—1 
+ 2 V (ti) r£° + 2 U (x) r®. (10) 
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Les fonctions U (x) et V (x) sont bornées sur [a, b], car continues. 
Il existe donc un A >> 0 tel que 


[UGKM, IVOI<M (11) 


pour z € [a, 
D'après D. (9) et (11), il découle de (10) 


U (x) V (x) re V(ri+1) u (zix) Az: 2 U (xi) v (x) Az; | < 


ni n— 1 
<M( Z atar,+ 2 w®Az;). (12) 


Les fonctions u (x) et v (x) étant intégrables sur [a, b], il vient 


Le { n — 
lim D'ofAr,=0, lim D w” Ar, —0. 
R(T)+0 i=0 R(T) +0 i=0 


Par ailleurs, il est évident que 


n—1i h 
lim > V (ris) u (xi+1) At: = | V (z)u(x) dx, 
R(T)æ0 0 J 
ni b 
lim à U(x;)v(:r;) Az; = | U(x)v(x) dx. 
R(T)—+0 ; 


a 


En faisant tendre h . vers O0 dans (12), on obtient la formule (5). 
C.Q.F.D 


Théorème 8.12. Si œ(t) et f (x) sont des fonctions intégrables- 
Riemann respectivement sur [x, B] et [a, b] et si de plus la fonction 


F(z)= Fo+ | f(s) ds 


(où F, est une constante) est croissante sur (a, b] et F (la, b}) & [a, BI. 
alors la fonction œ (F (x) ) f (x) est intégrable-Riemann sur la, b] et 


b F(b) 
lerahf@d= (ot. (13) 
a F(a) 


Démonstration. Soient T = {xrs, z,, ..., z,} une sub- 
division de l’intervalle [a, b], E; des points de {x;, x;:+,]. Posons t; — 
= F'(x;), t; = F'(E;). La monotonie de la fonction F (x) entraîne 


F(a)=t<t<...<ta=F(b), TETE T 
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Donc les points fo, t1, . . ., th (dont certains peuvent être confondus) 


forment une subdivision 7 de l'intervalle [F (a), F (b)]. 
Considérons la somme intégrale 


ni ni 
2 p (F (E)) f (E:) Ari = 2 p (ti) f (Ei) Az. (14) 
Posons 
Zi+1 
n=f@)An— | fn dr= 1) Ana) +F (Go). (15) 
Alors | 
Xi41 Li41 
te | T GEn—-fu)ar|< | 11E)—f@idr<oAz, (16 
x} x} 


où w; est l'oscillation de la fonction f (x) sur {x;, x;+,l. 
En vertu de (15), l’égalité (14) peut être mise sous la forme 


n-—1 n— 1 
2 PF) FE) Are 2 pu) (F (ris) —# (xD) + 


+ » P(Ti)ri = pa P (Ti) (tisa— ti) + D 4 p(ti)rs. (19) 


Etant intégrable-Riemann sur [æ, fl, la fonction œ (t) est bornée 
sur cet intervalle: | o ({) | < M pour t € [«, 
La relation (16) aidant, il découle de (17) 


= n— 1 


ni 
| 2 P(F (:)) f Gi) Ar: — 2 p(r) At;|<M À w;Az;. (18) 


Etant continue sur {a, b], la fonction F (x) y est uniformément con- 
tinue d’après le théorème 4.14, autrement dit, pour tout e > 0, il 
existe un Ô — 6 (e) > 0 tel que pour tous zx, zx’ € [a, b] vérifiant la 
condition [|zx—z |ô(e)ona |F (z)—F(x)| <e. De là il 


résulte, en particulier, que si R(T)— max Ar; <e, il 
0<ign-1 


vient 


h(T)= max (tui—t)= max (F(xis—F(x))<e. 
0OLi<n—1 0<i<n-1 


Donc si k (T) —+ 0, il en est de même de À (T). 
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La fonction œ(t) étant intégrable-Riemann sur l'intervalle 
[F (a), F (b)} € (a, BI, il vient 


ni F(b) 
lim D) p(r;)At; = | p(t) dé. 
A(T)—+0 i—0 F(a) 


Puisque la fonction f (x) est intégrable sur l'intervalle {a, b], on a 


n—1 
lim > w, Az; = 0. 


RA(T)—0 i=0 


En faisant tendre h (T) vers O dans l'inégalité (18), on obtient 
donc la formule (13). C.Q.F.D. 


$ 6. Notion de primitive généralisée 
Soit f (x) une fonction définie sur un intervalle P. 


Définition. On dit qu'une fonction F (x) continue sur un inter- 
valle P est une primitive généralisée de f (x) si pour tout intervalle 
[a, b] EC P l'égalité 

F" (x) = f @) (1) 


ne peut être mise en défaut qu'en un nombre fini de points de cet 
intervalle. 


Théorème 8.13. Si F, (x) et F, (x) sont des primitives généralisées 
d'une fonction f (x) sur un intervalle P, alors F, (x) — F, (x) = const. 
Démonstration. Soit {a, b]  P. D'après (1), l'égalité 


(F1 @) — F3 (@)) = 0 (2) 


est réalisée pour tous les points de [a, b] à l'exception d'un nombre 
fini. Désignons ces points par Z;, Ze, - . ., Tn et Supposons que 
T1 LT L ... L'Tn. L'égalité (2) a lieu sur chacun des intervalles 
Ja, x,1z,, xl, ..., ]zx,_1, cal, Ix,, bl. Donc F, (x) — F, (x) = 
— const sur chacun d'eux. D'où il s'ensuit que F, (x) — F, (x) = 
— const sur [a, b] tout entier, sinon l’un au moins des points 
Lis Toy + + + Zn Serait un point de discontinuité de la fonction 
F; (x) — F, (x), ce qui est impossible, puisque F, (x) et F, (x) sont 
des fonctions continues. Donc F, (x) — F, (x) = const sur tout in- 
tervalle [a, b]  P et, par suite, sur P. C.Q.F.D. 


Théorème 8.14. Si une fonction f (x) bornée est affectée d'un nom- 
bre fini de discontinuités sur un intervalle [a, b], elle admet une pri- 
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mitive généralisée sur cet intervalle et l’on a la formule de Newton- 
Leibniz 


b 
Ÿf(æ)dz= F(b)—F (0), (3) 


où F (x) est une primitive généralisée. 
Démonstration. D'après le théorème 8.10, la fonction 
ontinue 


F(= (046 


est une primitive généralisée de la fonction jf (x) sur l'intervalle 
[a, b]. Soit F (x) une primitive généralisée. D'après le théorème 8.13, 
on a alors 


| ft) dt=F(#)+C. 


D'où il s'ensuit que C — —F (a). Donc 
| ()dt=F(x)—F (a). 


En faisant z = b, on obtient la formule (3). C.Q.F.D. 


Exemple. Trouvons une primitive généralisée de la fonction 


14 pour z>0, 
ame À 0 pour z=—0, 
—1 pour z<<0 


(— 00 L'r< + 00). 


Par définition d’une primitive généralisée, on doit avoir 


, 1 pour xz>0, 
d = | —1 pour z<0(. 
D'où 
z+C, pour z>0, 
F (2) = | —z+C, pour r<0. 
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La fonction F (x) doit être continue pour z = 0, c'est-à-dire que 
F (0) = F (0 + 0) = F (0 — 0). Il est évident que F (0 + 0) = C,;, 
F(0—0) = C,. Donc F (0) =C, = C; =Cet 


z+C si z>0 


ra=l_ TT si z<<0 


= |z+C. 


Remarque. Soit U (x) une fonction dérivable partout sur [a, b] 
sauf en un nombre fini de points z,, x,, ..., z). En prolongeant de 
façon arbitraire la dérivée U” (x) en ces points, on obtient une fonc- 
tion définie sur [a, b] tout entier. Désignons encore cette fonction 
par U” (x). 

Si U” (x) est continue par morceaux, on dit que la fonction U (x) 
admet une dérivée continue par morceaux. 

Si U (x) et V (x) sont des fonctions continues dont les dérivées 
sont continues par morceaux sur [a, b], alors, en vertu du théorè- 
me 8.14. 


U (x) =U (a) + | U'(t)dt, V(x)=V(a)+ | V' (t) dt. 


D'après le théorème 8.11, il en résulte que 
b b 
| U (x) V'(x) dr =U (x) V(x) | — { V (x)U'(x)dt. 


a 


La formule d'intégration par parties est donc valable pour les fonc- 
tions continues à dérivées continues par morceaux. 


$ 7. Intégrales impropres 


1. Intégrales impropres de bornes infinies. Soit f (x) une fonc- 
tion définie sur un intervalle [a, oo et intégrable-Riemann sur 
tout intervalle [a, b]l & [a, +ool. 


Définition. On appelle intégrale impropre la limite (finie) 
b 
lim | f(x) dr (1) 
b—++o < 


is elle existe et nn note 
+oo 


| f(x dz. (2) 


a 
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Donc 
+00 b 
| f(x) dr= lim | f (x) dx. 
- b—> +00 : 


On dit aussi que l’intégrale impropre (2) converge sur l'intervalle 
[a, +oof et que la fonction f (x) est intégrable (improprement) sur 
l'intervalle [a, +oof. Si la limite (1) n’existe pas, on dit que l’in- 
tégrale (2) diverge. 


+ 00 + 
Remarque. Si a; > a, les intégrales | f (x) dx, | f(x) dx con- 


a a1 
vergent ou _ simultanément. En effet, puisque 


(; jar Tea | jé, 


b 


les limites A f(x) dx, lim | f(x) dx existent ou non simul- 
b—æ+o0 | 
a1 


tanément. 
Si une fonction f(r) admet une primitive F(x) sur un inter- 
b +00 


valle [a, +oof, alors Here TE et | Fes 
on F(b)—F(a)=F(+o)—F (a), où F(—+ =. lim F (b). 


On “définit de façon analogue les a one. 
b 


ji) = lin | f (x) dx 


et en . 
ffwar= | fat | f@ar. 


Pour fixer les idées, on étudiera les intégrales impropres de la 
forme (2). 


Théorème 8.15. (Critère de Cauchy.) Pour qu'une intégrale im- 
propre (2) converge, il est nécessaire et suffisant que pour tout e > 0 il 
existe un À > a tel que pour tous b’, b" >> À l’on ait 

sa 


| | r@ar|<e. 
b 
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Démonstration. La convergence de l'intégrale (2) équi- 
vaut à l'existence de la limite (finie) de la fonction 


b 
F()= | f(x) (8) 


lorsque b —+ +00. D'après le critère de Cauchy (cf. remarque 4 de 
la page 70), pour que la fonction F (b) admette une limite lorsque 
b —+ +00, il est nécessaire et suffisant que pour tout & >> 0 il existe 
un À > a tel que pour tous b”, b" >> A l'on ait 


|F(b")—F(b')|<e. 


La relation (3) nous permet d'écrire la dernière inégalité sous 
la forme 


b b” b’ 
| Sd - ff dr | f(x) dr <e. 


C.Q.F.D. 
Soient f (x) et g (x) des fonctions définies sur un intervalle 
[a, + oo et intégrables-Riemann sur tout intervalle {a, b] & [a, +ool. 


Théorème 8.16. (Critère de comparaison.) Si |f (x) | < g (x) 
+oo 


pour zx > a et si l'intégrale impropre | g (x) dx converge, il en est de 


a 


+00 
même de l'intégrale | Î (x) dx. 


a 
+oo 


Démonstration. L'intégrale impropre | g (x) dr con- 


verge par hypothèse. D'après le théorème 8.15, pour tout & > 0 il 
existe un À > a tel que pour tous b”, b" > A l'on a 
pe 
| g (x) dr <e. 
Comme |f(r)| <£g(x), il — 
b” b” 
| f(x) dz|<| | 1f(a)1 47 


b b° 


b” 


| g(a)dz 


C4 


< < < &. 


Il s'ensuit en vertu du théorème 8.15 que l'intégrale impropre 
+oo 


| f (x) dx converge. 


u 
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Définition. On dit qu'une intégrale impropre (2) converge absolu- 
ment si l'intégrale 


+ co 
j 1/()l az (4) 


converge. 
Si l'intégrale (2) converge et l’intégrale (4) diverge, on dit que 
l'intégrale (2) est semi-convergente. 
Du théorème 8.16 il résulte que si l’intégrale (2) converge abso- 
lument, elle converge. (Pour £g (x) il faut prendre | f (x) |.) 


Théorème 8.17. Supposons que f (x) > 0 pour x > a. Une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l'intégrale (2) converge est qu'il 
existe un M >> 0 tel que pour tous les b > a l'on ait 


b 


| f(z) da M. (5) 


«a 


bd 
Démonstration. La fonction F (b) — | PR 


sante pour b => a, puisque par hypothèse f(x) > > 0. Donc, pour que 

l'intégrale (2) c converge, il est nécessaire et suffisant que la fonction 

F (b) soit majorée. Ceci exprime qu’il existe un M >-0 tel que, pour 

Co. a, l'on a F (b) < M. Donc l'inégalité (5) a lieu pour b > a. 
F.D. 


Shésree 8.18. Soient f (x) > 0 pour x > a et ay = a, a, .. 
5 .. . une suile strictement croissante convergeant vers Lo 
Pour ep l intégrale (2) converge, il est nécessaire et suffisant que con- 
verge la série numérique 


Ÿ a, (6) 


n 
Il 
CS 


an 


où u, — | f(x) dx. 
An-1 
Démonstration. Considérons la suite des sommes par- 
tielles {U,} de la série (6). Il est évident que 
ah | an 


= Tstods+ Ÿrtoar+ + | f(a)dz= | f(x) dx. 


a} Gn-1 


nu 
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La suite {U,} est croissante, puisque f (2) > 0 pour z>a et 
An+1 > An-. Puisque la suite a, — +, on peut, quel que soit 
b > a, exhiber un nr tel que a, <bL a,+1. Donc 


an b En+1 
= (f(x) dr< J fa dr | f(#) dr = Uni. (7) 


Si l'intégrale (2) converge, l'inégalité (5) a lieu en vertu du théo- 
rème 8.17. Des inégalités (5) et (7) il résulte que 


U,<M 


pour n >1. La suite {U,} converge, puisqu'elle est croissante. 
Donc la série (6) converge. 
Si la série (6) converge, la suite de ses sommes partielles est ma- 
jorée : 
Ur <M (n21). (8) 


Des inégalités (7) et (8) il résulte que (5) a lieu pour b > a. L'inté- 
grale (2) converge d’après le théorème 8.17. C.Q.F.D. 
Théorème 8.19 (critère de Cauchy-Maclaurin de convergence d’une 


série). Si f (x) est une fonction décroissante strictement positive définie 
pour x > no (n, est un entier), la série 


D f(r) (9) 


et l'intégrale 


convergent ou divergent simultanément. 
Démonstration. Par hypothèse, 


fii—1)21(@)2f() 


« 


pou n—1<z<n. En intégrant terme à terme sur [n — 1, n1], 
on obtient 


n 


fin—1)> | f(0d2>/(n). 
ñn—1 
De cette double inégalité il résulte, d’après le critère de comparaison 
(théorème 3.19), que la série (9) converge ou diverge en même temps 


que la série > Un, OÙ Un —= | f (x) dx. 


n=no+ ; n—i 
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œ 
Par ailleurs, d'après le théorème 8.18, la série », Un COn- 


næno+i 
+00 


verge ou diverge en même temps que l'intégrale | f (x) dx. C.Q.F.D. 
Te 
Prouvons un théorème qui nous permettra dans certains cas d'éta- 
blir la semi-convergence des intégrales impropres. 


Théorème 8.20. (Critère de Dirichlet.) Si 
1° une fonction f (x) est intégrable-Riemann sur tout intervalle 
[a, bl [a, +oo et 


| | Î (x) äz|<M 


pour b>a; 
2° une jonction g (x), x > a, est continüment dérivable et tend en 
décroissant strictement vers O lorsque x + +00, alors l'intégrale 


+0 
| f(x) (x) az (10) 


converge. 
Démonstration. Considérons la fonction F (x) — 


= Î f (t) dt. Par hypothèse, la fonction F (x) est bornée pour x > a: 


FOIS M. 
Une intégration par parties nous donne 
b b 
Jet dr=F(b)e(b)—F(a)g(a)— | F(a)g (az. (11) 


La fonction g (x) étant strictement décroissante, on a g’ (x) <0 et 


b 


b 
J IF Ge (D1dr<M | 18 (l dr= 


a 


b 
=—M | es (dr=M(e(a)—e E)<Me (a). 
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I] s'ensuit en vertu du ‘théorème 8.17 que l'intégrale 
+00 | 


| F (x) g’ (x) dx converge absolument et, par suite, simplement. 


0 
Donc existe la limite finie 
b 


lim | F(x)g'(x) dr. 
b—+ +00 / 


Comme |F (b) | < M et g (b) —+ 0 lorsque x —+ + (en vertu de la 
condition 2 du théorème), on a 


lim F(b)g(b)=0. 
b— +00 


Donc les termes du second membre de (11) tendent vers une limite 

finie lorsque b —+ co. Par conséquent, l'intégrale (10) converge. 
C.Q.F.D. 

+oo 

Exemples. 1. L'intégrale | 

i 


pour s<1. En effet, 


zli-s |b . bi-s 1 , 
( PE {T— 7 , Si 71.1 1. si sf, 
x° 4 : 
1 In PT 


si s—=1Â Inlb| sis—f1. 
b 
On constate que la limite lim [ = n'existe que pour s> 1 et 
vaut —1_, Donc 
s—1 


T 4 1 
L 
ET (Ss> 1). 


2. La fonction & de Riemann est définie par la série 


DD = 14 +++ = (12) 


1 DA 8 
S | 


Montrons que cette série converge pour s > 1 et diverge pour 
s < 1. En effet, pour s<0, on a 


no 


14—-01289 
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et la série (12) diverge. (La condition nécessaire de convergence d’une 
série est violée.) Pour s >> 0 le théorème 8.19 nous dit que la série 
(12) converge ou diverge en même temps que l'intégrale 


+o 
az 
la 
1° . 
Cette dernière converge pour s >> 1 et diverge pour s 1 (exemple 1). 


Donc la série (12) converge pour s > 1 et diverge pour s < 1. 
3. Considérons l'intégrale 


+o 
Sin T 
| HE dr. 
Z 


=) 


Cette intégrale converge ou diverge en même temps que l’intégra- 
le *) 


ne À 


— dz. (13) 


La dernière intégrale converge d’après le théorème 8.20 (critère de 
Dirichlet), puisque 


| sin z dx |=1+cosb<2, 
x 


guant à la fonction g (x) = 1/xz (x > x), elle est continûment déri- 
vable et tend par valeurs strictement décroissantes vers O lorsque 
Zz— —+oo. 
Montrons que l'intégrale (13) est semi-convergente. En effet, 
(n 


( +1)x . 
# e « sin T . e 
la série ÿ, Un, OÙ uU, — | SE | dr diverge, puisque 
n=1 ñn 
(n+Ux ; (n+1)x L 
Sin z : KA 
_ zI>— sinxzdr|=—, 
Me | [tes] [ sinsdf- 
nx nx 


sin z 


*) L'intégrant f (x) — n'est pas défini pour z = 0. Mais en posant 


f (0) = À on obtient une fonction continue sur [0, +]. Comme signalé plus 
+oo 
sin z 
TZ 


sin z 


haut, Î dr, et donc | dr, ne dépend pas de la valeur prise par j (x) 


a 
en z=0 
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oc . 
; | 
Or, la série D pr est visiblement divergente. Donc l'intégrale 


n=! 
+00 
| sin z 
x 


dx diverge aussi d’après le théorème 8.18. 


+oo 
P e # Sin z 0 
Par conséquent, l’intégrale | —— dx est semi-convergente. 
0 


2. Intégrales impropres de fonctions non bornées. Soit f (x) une 
fonction définie et non bornée sur un intervalle [a, bl, intégrable- 
Riemann sur tout intervalle [a, nl [a, bf. En particulier, f (x) 
est bornée sur tout intervalle [a, nl & [a, bl. 


Définition. La limite (finie) 
n 
lim | f(x) dx, (14) 
n-b-0 d 
si elle existe, s'appelle intégrale impropre et se note 
b n 
| f(z)dr= lim | f (x) dx. (15) 
a DEPES a 


On dit aussi que l'intégrale impropre (15) converge sur [a, b] et 
la fonction f (x) est improprement intégrable sur [a, b]. Si la limite 
(14) n’existe pas, on dit que l'intégrale (15) diverge. 


Remarques. 1. La formule (15) est valable dans le cas aussi où la 
fonction f (x) est intégrable-Riemann sur {[a, b], puisque la fonction 
n 


F (n) = | f(x) dx est continue sur {a, b] d’après le théorème 8.10. 


C’est pourquoi on utilise les mêmes notations pour les intégrales im- 
propres et pour l’intégrale de Riemann. 
b b 
2. Si aa, <b, les intégrales | f6) dx et | 1 dx conver- 
a a] 
b 
gent ou divergent simultanément. En effet, puisque | f(x) dr = 


& 
a? 


n 
de f(x) ds: (2) de, les limites lim | f(x) ds, lim n | f(x) x 


es 
X dz existent où non simultanément. 


14° 
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3. Il est parfois utile de mettre la formule (15) sous la forme sui- 
vante: 


b—Ee 


b = 
| 10) dz= lim | f(xa. 
< c0n+0 : ° 


Si la fonction f(x) admet une primitive F (x) sur [a, b[, alors 


n 
| f(z)dz=F(n)—F (a) et 
° b 
jf) dz= lim F(m)—F(a)=F(b—0)—F (a), 
a Lin 
où F(b—0)= lim F(n). 
n—-b-0 


b 
On définit de façon analogue l'intégrale impropre | f (x) dx 
dans le cas où f (x) est définie et non bornée sur Ja, b] et intégrable 
sur tout intervalle [n, b] & Ja, bl: 
b 


b 
Î #42) dx= lim { #@) ds. 
2 n—a+0 A 


Si la fonction f (x) est définie sur Ja, bl et les intégrales Î f (x) dz 


b 
et | f (x) dr (a <'c< b) convergent, on convient par définition 


C 
que 


b c b 
| f(x) dr = | f(x) dx + | (a. 


a a C 


Pour fixer les idées, on envisagera les intégrales impropres défi- 
nies par la formule (15). 


Définition. On dit qu’une intégrale impropre (15) converge abso- 
lument si converge l'intégrale impropre 
b 


| 1f()1 dx. (16) 


a 
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Si l'intégrale (15) converge et l'intégrale (16) diverge, on dit que 
(45) est semi-convergente. 

Les théorèmes suivants se démontrent comme leurs homologues 
pour les intégrales impropres à bornes d'intégration infinies. 


Théorème 8.21. (Critère de Cauchy.) Pour qu'une intégrale im- 
propre (15) soit convergente, il est nécessaire et suffisant que pour tout 
e > 0, il existe un Ô > 0 tel que pour tous n’, n” € [a, b[ satisfaisant 
la condition b—65<n <b, b— ô <n'< b, l'on ait 


ll 


Ï (x) az|<e. 
Théorème 8.22. (Critère de comparaison.) Soit |f(r)| <£g(x) 
b 


2 


pour a<z<b. Si l'intégrale impropre 10 dx converge, il en 


a 
b 


est de même de l'intégrale \ f(x) dx. 


De ce théorème il résulte immédiatement que si l'intégrale (15) 
converge absolument, elle converge simplement. 


Théorème 8.23. Soit f (x) > 0 sur [a, bl. Pour que l'intégrale (15) 
converge, il est nécessaire et suffisant qu'existe un M >> 0 tel que pour 
an <b l'on ait 

n 
| f (x) dr M. 


b 
Exemple. Considérons l'intégrale [ 


a 


F7. Des égalités 


EP oi st 
[Tr D b—zr|fn si s--1 _ 


(b— as —(b— ns 


si s£ 1, 
In | = si s—1, 
b—n 


il résulte que l'intégrale envisagée existe si elle est traitée comme une 
intégrale de Riemann pour s < 0, convergente pour 0 < s << 1 et 
divergente pour s > 1. 
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Définition. Si une fonction f (x) est improprement intégrable sur 
chaque intervalle ]J—oo, a], [a,, al, ..., [a,_1, al, (as, +o], 
on pose par définition 


À 40) de = ( f(x) dx +- À ro) d+ . 


an 


+ Î f(x) dx + Trend 


Gn1 
3. Notion de valeur principale d’une intégrale impropre. Soit 
f (x) une fonction définie sur ]—c, + et intégrable-Riemann sur 
tout intervalle [a, bl ]—o, —+oof. La limite 
R 
lim pe (zx) dx, 


R—+00 


si elle existe, s’appelle valeur .. de l'intégrale impropre et 
se note 
oo 
v.p. | Î (x) dx. 

Donc 

+00 R 

v.p. | f(x) dr = lim | f (x) dx. 
00 Rd —-R 


_ Exemple. On vérifie aisément que l'intégrale impropre 


[ + dr diverge. Néanmoins 


Î . 
V.P. À A dxz= lim (Arctgx + 


R= +00 


++ in (4+2)) = Jim 2 Arc te R-=-n. 


Soit f (x) une fonction définie sur un intervalle [a, b], sauf éven- 
tuellement en un point c € la, bl, et intégrable sur tout intervalle 
fa,nlc a, cl, ainsi que sur tout intervalle [E, b] € Je, b]. La limite 


P—+0+0 


| f (2) ds). 


c+e 


ct 
Jim (! f(x) dr + 
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si elle existe, s'appelle valeur principale de l'intégrale impropre et 
se note 


b 
V.p. | f (x) dx. 
Donc 


b c—e b 
V.-P. | os (S f(x) dx + | ed) 


c+e 


Ù 
Exemple. Il est aisé de voir que l'intégrale impropre | = : 
cE]la, b[, diverge. Or É 


b c—e b 
J 2—C  eso+o | J 7—c T—C c—a 


$& 8. Calcul approché des intégrales 


1. Formule des rectangles. Soit f (x) une fonction intégrable- 


Riemann sur [a, b], et soit T = {xo, z1, . . ., x, } une subdivision 
de [a, b]. Choisissons un point E; E[zx:, x:+,] pour chaque i — 
= 0,1, ..., n—1. Considérons la somme intégrale 


ni 
à Ÿ (Ei) (Zi+1 — Zi). 


La fonction f (x) étant intégrable-Riemann, on a 
n—1 b 


im, D f@) (in 20 = | f(a) az. 


R(T)—+0 ; : 


Donc, pour un pas h (T) assez — 


| jee À 1Œ0 eus) (1) 


i=0 


Chaque terme du second membre de (1) est l’aire d’un rectangle de 
base z;+, — zx; et de hauteur f (£;). Pour cette raison, la formule (4) 
s'appelle formule des rectangles. 

Les points E; peuvent être choisis arbitrairement. Par exemple, 


Ë: — IT; ou E; = (x: Zi+1)/2. 
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Supposons que la fonction f (x) admet une dérivée f’ (x) continue 


sur [a, b]. Posons M — max |f’ (x) |. 
Estimons l’erreur sui 
b n—i 
R= | far 3 f(E) (ain). (2) 
a i=0 
À cet effet, considérons la différence 
(l f (x) dr — f (Ei) (ti4 — ti) = U (f(x) — f (&:)) ax. (3) 
X} X; 


La formule des accroissements finis de Lagrange nous donne 
f (x) — f Ei) = f (ni) @ — Ei) (ni E (mi, zih)). 


Donc on a pour zEÎx;, x:4l 


If) —fŒE)I< LE G)11z— 6; | << MAxi. (4) 
Les relations (3) et (4) entraînent 
X141 Xj+1 
Î fo) dr — (Es) (ci) | | MAz, dx = MA. 
“4 Yi 


De la formule (2) on déduit grâce à la dernière inégalité 


n-1|%i+1 
Rail D | À (dr (En) Gin) |< 
i=0 | x 
n—1 n—1 
< >, MAGEMh(T) D, Az; = M(b—a)h(T). 
i=0 i=0 


Donc 
[RIM (b—a) h(T) Ge | f’ (x)1)- 


D'où il résulte que R, — 0 avec h (T). 
Supposons maintenant que la fonction f (x) est bicontinüment 
dérivable sur [a, b]. Posons M — max |f” (x) | et considérons les 
b 


[a, b] 
points E; = (x; + z,41)/2. La formule des rectangles (1) devient 
alors 
b n— 1 
fier) F (EE) (riu— 2). 


a i—0 
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Estimons l'erreur 


b n-1 
| fé 2 (TRE) nan. (5) 
4-0 


LJ 


Considérons à cet effet la différence 


X{+1 Xis1 
| fG)dr-f@nAm= | (f(2)—$(Œ) dr. (6) 
X} X} 


La formule de Taylor nous donne 
f(x) = jf Gi) + fi) (x —EË)) ++ fn)(r—6) (mEIz, risil). (7) 


En portant cette expression dans (6) on trouve 


Xis1 Xi+1 
Î f (@) dif En) An = + j f'(m) (z— 8) dr, 
#4 

Xi+1 


puisque PA OS et | (x—E;) dx =0. Donc 


x; 


Xj+1 Xi+1 
[ f@ar—f@ya|< + [Gta A. 
Xi Xi 


La dernière inégalité aidant, on déduit de la formule (5) 


n—1 is 
IRIS D | | f(x) de —f (bi) Az; HS Ari< 
1=—0 Xi i=0 


AC 3 Az; = 2 (b— a) (h (TM. 


Donc 


Re) TN (M = max | (HI). 
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2. Formule des trapèzes. Pour le calcul approché de l'intégrale 
b 


Î f (x) dr on peut se servir aussi de la formule suivante: 


a 
b 


f(x) dr = S PEN T Jr) (x; _ — z;), 
1=0 
appelée formule des trapèzes. (Chaque terme du second membre est 
l’aire d’un trapèze de bases f (x;) et f (x:+,) et de hauteur x;,, — z; 


si f (x) > 0.) 
Supposons que la fonction f (x) est bicontinment dérivable sur 


[a, b]. Posons M = sup |f”(x) | 
[a, b] 
Estimons l'erreur 
b n—1 
Ri= | f(o dr 7 EEE (ri). (9) 

a i=0 
En se servant du développement (7), on obtient sans peine l’inégali- 
té suivante: 


As: 
Ë | T} +211 | - En ET (Zi41) <M—— : (10) 


La formule (9) combinée aux inégalités (8) et (10) nous donne 


n—1 ie 
IR D | [ FC) dr EEE Go) | < 
i1=0 X; 
n—1 ie) 
LD || fear (et) (us) | + 
i=0 X; 


p(Eur HT Sr ) — FEES (Zi+1) [Titi 


+5b 


n— 1 ni 
LD (rat A) = (ND Ati Ga) (TP. 


Donc 
TRrl< 2 (b— a) (k(T))° (M = Li (z)1). 


Remarques. 1. Pour calculer les oi à us de la formule 
des rectangles ou des trapèzes, on prend souvent pour points de sub- 
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division de {a, b] les points zx; = a + ih (i =0, 1, ...,n), k — 
= (b — a)/n. 

2. Pour le calcul approché des intégrales, on se sert souvent de 
La formule de Simpson: 


b 
FC) de + U (a) +1 (6) +4 (20 + f (2) + + +1 (rn)) + 


+2 (f (2e) + F2) + + + f(G2n-2))], 


où t=a+ih (i=0,1,...,n), h = (b — a)/n, n = 2k. 

Si la fonction f (x) est quatre fois continüment dérivable sur 
{a, bl, le reste de la formule de Simpson admet la majoration sui- 
vante : 


RIT Le ao (—a) ht, où Fe 1/9 (x)1. 


$S 9. Calcul des longueurs, aires et volumes 


On se propose d'indiquer dans ce paragraphe quelques formules 
de calcul de longueur d'’arcs, d’aires et de volumes de certaines figu- 
res simples. Les notions de longueur, d’aire et de volume seront trai- 
tées plus amplement dans les chapitres suivants. 


1. Calcul des aires de figures planes. L'aire S d’un trapèze cur- 
viligne G = {(x, y); az << b, 0 LyLf(x)}, où f (x) est une 
fonction continue, se calcule avec la formule (page 178) 

b 
= | fx) ar. 


a 


Considérons maintenant le secteur curviligne G = {(r, g;,a << 
<IB, 0 L'r L r (p)} (Eig. 20), où r et p sont des coordonnées | polai- 
res sur le plan (x, y), r () une fonction continue, @ € [æ, I. 

Soit T = (Pos LE ... PA} une subdivision de [œ, B] et soit 


: El: Pi+il, 0, 1, ..., rx —1. L'aire de chaque secteur 
# « À 

7 {(r, p) ; ’ Pi . P < Pit 0 < TL r (E:)} est égale à 5 (Ë:) Ai, 

2 A; = Pi+1 — pi. La somme des aires de ces secteurs est égale à 


ñn—1 
_ » r? (E;) Api. 


i=0 
Il est évident que 
n—1 B 
1 
lim LD (E)Ap=— | r2(p) de. 
A(T)-0 * : 


i=0 a 
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Donc le nombre 
B 


1 
S=-— | r# (p) d 
[e 4 
s'appelle naturellement aire du secteur curviligne G. 
2. Calcul de la longueur d’une courbe. Considérons une courbe 


y = f (x) sur [a, b] (fig. 24), où f (x) est une fonction admettant une 
dérivée continue sur [a, b 


6 


0 
Fig. 20. Fig. 21. 
Soit T = {xzo, 21, . .., x, } une subdivision de [a, b] et soit 
E Elx:, Zi, i—0, 1,..., rn—1. Menons par le point 


(Ë:, f (:)) une tangente à la courbe y=f (x). L'équation de cette tan- 
gente est 


y = f (8) + f' (Gi) (& — Ëi). 


La longueur du segment de tangente compris entre les droites x — 
= x; et x — z;+, est égale à 


VIH En) Az (Ati = titi — mi). (1) 


La somme des longueurs de tous les segments de tangente vaut 
n— 1 
2 VT+ EP Ar 


Il est évident que 


n— 1 


lim, D VTT EN Az = | VTT GP de. 


ACT)—0 D 


Le nombre 
b 
= [VTT GP à 


s'appelle longueur de la courbe y = f (x), x € la, bl. 
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3. Volume et surface de révolution. Considérons un solide H 
engendré par la rotation d'un trapèze curviligne G = {(x, y); a < 
<rz<b,0<Ly<Lf (x)} (fig. 22) autour de l’axe Oz. On admettra 
que la fonction f (x) est continue. 

Soit T — {zo, 21, - - ., t,} une subdivision de [a, b] et soit 
E, Eli, til, à = 0, 1, ..., nr — 1. Le volume de chaque cylin- 
dre engendré par la rotation du rectangle G; = {(x, y); ti << 
Tir 0 Ly Lf(E)} est égal à xf° ($:) Ar. La somme des 
volumes de ces cylindres est égale à 


n — 


1 
TT 2 f° (&:) Ai. 


De toute évidence, 


ni b 
Jim x 3 FE) Ann f2 (x) az. 
Le nombre 
b 
V=n (| f(x) az (2) 


a 


s'appelle volume du solide H. 

Supposons que f (x) admet une dérivée continue sur [a, b]. La 
surface latérale du solide À est engendrée par la rotation de la cour- 
be y—=f(r)},, aSz<b, autour de 
Ox. Posons Ë; = (x; + z:+,)/2. Menons 
par le point (E;, f (E;)) une tangente 
à la courbe y = f (x). 

La longueur du segment de tan- 
gente compris entre les droites x = x; 
et x = z;.,est égale, en vertu de (1), à 


V1+( (6)) Az: 
L'aire de la surface latérale du tronc 


de cône engendré par la rotation de ce segment de tangente autour 
de Ox vaut 


Fig. 22. 


nf (ri) + f(xi43)) VI+ EDF Az. 


La somme de toutes les aires latérales des troncs de cône est égale à 


n- 1 
a D (f(x) +f (Gin) VIF En) Ari. 
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De toute evidence, 
1 


lim x 2 (F1) + f (ci41)) V 1+ (En) Az: = 


R(T)— 


n— 1 


= de a 2 (20 VT FU D An + 


R(T)— 


n— 1 


+ lim x ] f (&i4) V TFUE aa 22 | VEUT HP dr. 


R(T)—0 


Le nombre 
b 
S=2n | f(x) VIF @} dr (3) 


s'appelle aire de la surface latérale du solide H. 


Exemple. Soit y = Va — 2, —a << x< a, un demi-cercle de 
rayon a centré en l’origine des coordonnées. La formule (2) nous 
donne le volume de la sphère de rayon a: 


4 


on 


V=n (a° — 1°) dr =n | 


et la formule (3), l’aire de la sphère: 


S—27 Va—x 


dr=2n ( adr=2nar|" — 4rna?. 


CHAPITRE 9 


TECHNIQUES D’INTÉGRATION 


$ 1. Recherche d’une primitive 


Soit f (x) une fonction composée obtenue par des opérations arith- 
métiques sur des fonctions élémentaires et par substitutions de fonc- 
tions élémentaires dans d’autres. On dit alors que la fonction j (x) 
s'exprime au moyen de fonctions élémentaires. 

Comme indiqué antérieurement ($ 6 du chap. 4), une telle fonc- 
tion f (x) est continue sur son domaine de définition. D'après le 
théorème 8.10, la fonction f (x) admet une primitive F (x) (définie à 
une constante additive près) sur tout intervalle appartenant à son 
domaine de définition. 

Une question vient naturellement à l'esprit : est-il possible d’ex- 
primer la primitive F (x), ou ce qui revient au même, l'intégrale 


indéfinie \f(xr) dr = F (x) + C au moyen de fonctions élémentai- 
res ? Il se trouve que ceci est impossible dans le cas général. On sait 
par exemple que les intégrales indéfinies je” dr, | = dx ne 


s'expriment pas par des fonctions élémentaires. 

Dans ce chapitre on étudiera quelques classes de fonctions s’ex- 
primant, avec leurs intégrales (primitives), au moyen de fonctions 
élémentaires *). Pour trouver les primitives on se sert de tables des 
intégrales indéfinies ainsi que des propriétés suivantes de l'intégrale 
indéfinie : 


1. | cf(x) dr =c | f(z)dz (cÆ0), 

2. ((G(+et)ar = (f(par+ eds, 

3. | u(z) dv(x)=u(x) v(x)— fo (x) du (x) (formule d'intégration 
par parties), 

4. | p (f (x)) df (x) = | œ(t) dt, où t—f(x) (formule de chan- 
gement de la variable). 

*) Pour plus de détails sur les fonctions dont les primitives s'expriment par 


des fonctions élémentaires, consulter les aide-mémoire. Parexemple: Demen- 
gel. Aide-mémoire Analyse mathématique. Dunod. 1979. 
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Exemples. 1. | a [ dr= | dr— | = = 


—(S=z—inlu+c, où u—zxz—+1. Donc PE dx = x — 
—In|z+1|-C. On s'est servi des propriétés 1, 2 et 4. 


2: | zx? sin zdxz = — | xd cos x = — 2° cos x + 2 | Z COS TT — 


= — 2° cos zx + 2 | xd sinxz= —2*cos x +2 (zsin z— | sin rdx) = 


—= —2° cos x + 2r sin z + 2cosx + C. On s'est servi à deux 
reprises de la formule d'intégration par parties. 


Arct è - 
3. edr= | Arctgzd(Arctgz)= | udu=+ +0, où 
u— Arctgz. Donc 
Arc t 1 
| EE dr = (Arctgz)+C. 


On a utilisé la formule de changement de la variable. 


$ 2. Intégration des fonctions rationnelles 
1. Généralités sur les polynômes. Soit 
P, ()= a" +az1+...+a, («a Æ 0) 


un polynôme de degré nr à coefficients complexes. 

Un nombre complexe b est une racine (ou un zéro) du polynôme 
P, (z) si P, (b) = 0. 

Le théorème fondamental de l’algèbre affirme que tout polynôme 
P, (z) (nr > 1) admet au moins une racine complexe *). 

On sait (théorème de Bézout) que si b est un zéro de P, (z), alors 
P,(z)={(2:—b)P,_,(z), où P,-_, (z) est un polynôme de degré 
n — 1. 

Supposons que P, (z) = (z2— b}*P,_, (z), où 1<a<n et 
P,-4 (z) est un polynôme de degré nr — «. Si P,_, (b) = 0, on dit 
que b est un zéro de multiplicité à de P, (z). 

Si b,, b», . . ., b, sont des zéros de P, (z) deux à deux distincts 
et Œ, Ge, . . -, @n leurs multiplicités respectives, alors 


P,(z)=a,(2—b)" (2-8)... (2—)"* (1) 
et 


A FA +... +an = n. 


La représentation de P, (z) sous la forme (1) s'appelle décomposi- 
lion en facteurs de P, (2). 


*) Cf. A. Kürosh. Cours d'algèbre supérieure. Trad. française par les 
Editions Mir, 1984. 
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Si P, (z) est à coefficients réels, pour tout z complexe 
Pa ()= Pa (:) (2) 


( est conjugué complexe de 2). 
En effet, 


Ph (z)= 002" + a" 1+ .. Han = 002 Haiti Lan = 
= 02 + a 14... +an = P, (2), 


puisque = 4%, Œ= js ln — 0}; 

De l'égalité (2) il résulte, en particulier, que si un nombre b est 
un zéro d’un polynôme P, (z) à coefficients réels, il en est de même 
de son conjugué complexe b. | 

Montrons que si b = u + iv (v + 0) est un zéro de multiplicité B 
du polynôme à coefficients réels P, (z), il en est de même de son 
conjugué complexe b = u — iv. 

En effet, b étant racine de P, (z),on a 


P, G)=(G—b) Pr), 


où Ph, (z) est un polynôme de degré nr — 1. D’après ce qui précède, 
b est un zéro de P,,.-; (2). Donc 


P,(z)=(2—06)(2—b) Ph-2(2)=(z2—u— iv) (z—u<+iv) P,, (2) = 
= (2—2uz+u?+u) P,., (2) =(2+ pz+ 0) Ph (ch (3) 


où p = —2u, q = u* + v° sont des nombres réels et P,_, (z) un 
polynôme de degré nr — 2. Dans (3), les polynômes P, (z) et z° + 
+ pz + q sont à coefficients réels. Donc il en est de même de 
P,,-: (2). Si B > 1, best un zéro de P,., (z) de multiplicité B — 1. 
D'après ce qui a été démontré plus haut, b est aussi un zéro de 
P,-2 (z). En répétant ces raisonnements $ — 1 fois, on trouve que b 
et b sont de même multiplicité et 


Pa (Ge) = (GŸ + pz + qPPa-es (2). 


Soient P, (z) un polynôme à coefficients réels, z;, ..., x, ses 
zéros réels, b, = u + iv,, b = u, — iv,, ..., bi = ur + ivr, by = 
= u, — iv, ses zéros deux à deux conjugués complexes. On a alors la 
décomposition suivante: 


Ph(z)= 0a0(2— 7)" (22 )%8 (22 + paz + q:)1 ... 


(+ pis + qu, 
15—01289 
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où &; est la multiplicité de x;, j — 1, ..., k, B,, la multiplicité de 
b, (et de b,), p, = —2u,, q, = ui + À des réels, s = 1, ..., Î. 
De plus, 


R l 
2Aut+22B=r. 


2. Décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples. 
On appelle fonction rationnelle ou fraction rationnelle une fonction 


__ Pm(z) 4 
R (z) = Qn (2) 9 (4) 
où P, (z) et Q, (z) sont des polynômes de degrés m et n respective- 
ment. 
La fraction rationnelle R (z) est dite propre si m << n et impropre 
Si Mm>n. 


Soit Em) une fraction impropre (m>n). En divisant P,, (2) 
n + 


par Q@, (z), on obtient la représentation suivante: 


Pr (2) _ Pr (=) = 
Qn (:) Cu Pm-n @)+ Qn (2) ‘ (9) 
Où Ph-n (z) et P, (z) sont des polynômes de degré m — n et k, 
k < n — 1, respectivement. (P,,-, (z) est le quotient, P, (z), le 
reste de la division de P,, (z) par Q, (z).) 
Pr (2) 
Qn (2) 
somme d’une partie entière P,,-,(z) et d’une fraction propre 
Pr (2) 
Qn(:) ” 
Théorème 9.1. Supposons que (4) est une fraction rationnelle pro- 
pre m<n) 
Qh (z) SE (z — b)Q , -« (z), Qi (b) Æ 0 (œ > 1). 
A lors 


a) la fraction (4) se représente par la somme de deux fractions pro- 
pres 


Donc, toute fraction impropre se représente par la 


Pm(z) _____A P; (2) (6) 
Qn (a) (20) (2— 0) Que (2) 
où À est un nombre complexe, P, (z) un polynôme de degré Sn — 2; 
b) si Pr b)Æ0, 4 0; 
c) si Ph (z) et Q, (z) sont à coefficients réels et b est un nombre réel, 
alors À est un nombre réel et P, (z) est à coefficients réels. 
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Démonstration. a) Pour que la décomposition (6) ait 
lieu, il est nécessaire et suffisant que 


AQn-a E) + (2 — b) Pi) = Pn (2). 
En faisant z — b, on trouve À: 
— -Pm (@)_ 7 
Poe (1) 
(Qh-x (db) Æ 0 par hypothèse.) Le polynôme P, (z) se détermine à 
partir de la relation 
ET (b) 
(z2— b) P; (2) : = Pr (2) Le "Qn-a 6) Qi (2). 
Le second membre 
EU 
F (2) . PS (2) a Qn-a (b) dis (2) (8) 


est un polynôme de degré Sn — | ra m£En—i,n—-a< 
< n — 1). Il est évident que F (b) = 0. Donc F (2) est divisible par 
z — b et par suite 


P, (2) = 2 (9) 


est un polynôme de degré nr — 2. 

b) Si Ph (b) 5 0, il résulte de la formule (7) que À = 0. 

c) Si P, (z) et Q, (z) sont des polynômes à coefficients réels et b 
un nombre réel, alors À est un nombre réel en vertu de (7), (8) et (9) 
et P, (z) est à coefficients réels. C.Q.F.D. 


Corollaire. Supposons que (4) est une fraction propre et 
Qu(z)=(2—0,)"1 ... (2—b:)"* (a+ ...+a;=n)*), (10) 


où b, ..., b, sont des nombres deux à deux distincts. On a alors la 
représentation suivante: 


Pm(:) A{9 A!) AL: A!2 


LC RE SES EE a RE 
Qn (=) (2— b,)%1 (z—b,)%17 1 + se .—+ 0h + (2 b.)22 À 
ag Ag) 49 
——"“— + £ RE RE 
L (2— b2)27 | is F 202 je ï (z—8,)"* 
AU Aù, 
ea À RE > , (11) 


où A sont des nombres complexes. 


*) On peut sans perdre en généralité admettre que le coefficient supérieur 
de Qh (z) est égal à l’unité. 


15* 
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En effet, en réappliquant le théorème 9.1 à la fraction propre (4) 
de dénominateur (10), on obtient la représentation (11). 


Remarque. Pour trouver les nr coefficients A? il faut multiplier 
les deux membres de l'égalité (11) par Q, (z) et identifier les coeffi- 
cients des puissances de z dans les deux membres de l'égalité obte- 
nue. On obtient un système de nr équations linéaires à nr inconnues 
A®. Ce système est manifestement compatible, puisque l’existence 
de la représentation (1) a déjà établie. Cette méthode de recherche des 
coefficients s'appelle méthode des coefficients indéterminés. 


Exemple. La représentation (11) de la fraction propre 5x est 


21 A1, As, As 
2(2—1) = + {21 721: 
En multipliant les deux membres de cette relation par z (2 — 1}, on 
obtient 


2 +L1Â—= A, (2—1) + 4,2 + Az (2 — 1). 


En identifiant les coefficients des puissances de z, on obtient le 
système de trois équations linéaires à trois inconnues: 


A, — À, == 0, —2A;, + As — A3 = 1, A, = 1, 


dont la solution est À, = 1, À, — 2 et À, = —1. Donc 
5+1 1 2 1 
z(:—1} GS (z—41)}  z—1° 


Théorème 9.2. Supposons que (4) est une fraction rationnelle pro- 
pre (m << n) et soient remplies les conditions suivantes: 
1) le trinôme z° + pz + q admet des zéros conjugués complexes b 
et b (dans ce cas p et q sont réels); 
2) Qu () = (° + pz + On (2) (B > 1), 
Qn-28 (0) Æ 0, Qn-28 (D) # 0. 


A lors 
a) la fraction (4) se représente par la somme de fractions propres 


QnU) (2 pz+qg) (224 pz+q)P One (2) ” 


où M et N sont des nombres complexes, P,(z) un polynôme de degré 
I<n—3; : 
b)si P,(b) 0 et P,,(b) 0, M et N ne sont pas simultané- 


ment nuls; 
c) si P, (z) et Q, (z) sont des polynômes à coefficients réels, M et 
N sont des nombres réels et P,(z), un polynôme à coefficients réels. 
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Démonstration. a) Pour que la décomposition (12) ait 
lieu, il est nécessaire et suffisant que 


(Mz + N) Quos (c) + (À + pz + q) Pi (cz) = Ph (). 


En faisant z — b et z — b, on obtient le système de deux équa- 
tions 
Pr (d) L Pm (b) 
MbLN=--—2——, M = 7" — | 
de Qn-28 (b) ” PE Qn-28 (6) (6) 
d'où l’on tire M et N: 
Pm (6) ____Pm (b) 
[ Qn-28 (b)  Qn-28 (b) | 
_ | bPm (b)  _bPm(b) ] 
b Qn-28 (b) Qn-28 (b) 
Les formules obtenues sont valables, puisque ©, (b) Æ 0, 
Qn-28 (b) Æ O0 par hypothèse et b — b — 2i Im b 0. puisque b 
et b sont conjugués complexes. Le polynôme P, (z) se déduit de la 
relation 
(2° + pz + 9) Pic) = Pu (2) — (Mz + N) Qu-8 (). 
Au second membre figure le polynôme 
Fc) = Pn(z) — (Mz + N) Que (), (15) 


dont le degré est 7 — 1 (puisque m< nr —1, n —26<n—2). 
Il est immédiat de voir que F (b) — F (b) — 0. Le polynôme F (z) 
est donc divisible par (z — b) (2 — b) = z? + pz + q et par suite 
___F(:) | 
P,; G=ss (16) 
est un polynôme de degré L < n — 3. 

b) M et N _ne peuvent simultanément être nuls, car on aurait 
Pm (0) = Pm (b) = 0 d'après (13), ce qui est contraire aux hypothè- 
ses du théorème. 

c) Supposons que P,, (z) et Q, (z) sont des polynômes à coeffi- 


cients réels. D'après la condition 2), les coefficients du polynôme 
Qh->8 (z) sont aussi réels. Les formules (14) nous donnent 


M 1 Pr (b) Pm (6) (B) Pr (b) 
M = es D  - m = — m —=M, 
| Qn-28 (b) n-2B Qn-e8 &) ——— |- D—b rater Qn-28 (6) _ Qn-2p mi 


ee EUR bP (6) ]- (ee _ DPm O7 y 
Qn-28 (b) Qn-26 (6) (d) 


(14) 


bb On) Que2s 
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Ainsi M = M,N = N, ce qui exprime que M et N sont des réels. 
Les relations (15) et (16) impliquent que P, (z) est à coefficients réels. 
C.Q.F.D. 

Les théorèmes 9.1 et 9.2 entraînent immédiatement le 


Corollaire. Supposons que (4) est une fraction propre (m << n) et 
de plus que P,, (z) est à coefficients réels, 


Qn(2)=(2—b)e ...(2— 0) (2+ pis + qi... (2+ pi + qi, 


où b,, . .., b, sont des racines distinctes réelles de Q, (z), P1, 1, - . - 
.… Pn qu des réels et 2° + p;z + q; des trinômes à racines conjuguées 
complexes. 
On a alors la décomposition suivante: 


(1) 


Pmtz) _ A! A) a 
QE) (2—6)% (2—06,)%7! Fr 
k (R) i 1 
CAL An D APE 
(2— bg)" # 3— 0h 224 pq) 
MÉDz+ NU MD: + NO 


22 + p1z + Qi Du (22 + paz + q}Pt 
l (1) 
M$ )2+ NB, 


Ftreu (9 


où les coefficients A®, M, N® sont des nombres réels. 
Remarque. Il est commode de déterminer les coefficients AN 
M et N° par la méthode des coefficients indéterminés. 


Exemple. La fraction propre 


22° + 2z+- 13 
(2—2) (+1) 


admet la décomposition (17) suivante 


_25+2:4+18 ,, A _, Bs+C | DitE 
G—2) ei 2 TA tip 


En multipliant les deux membres de cette égalité par (z — 2) X 
X (z° + 1)°, on obtient 


25° + 2z + 13 = À (À + 1) + (Bz + C) (z — 2) (2 + 1) + 
+ (Dz + E) (z — 2). 
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L'identification des coefficients nous donne le système de cinq équa- 
tions linéaires à cinq inconnues: 


z4 A+B=0, 

| —2B+C—=0, 

z2 2A+B—2C+D=—2, 
z |—2B+C—2D+HE—2, 
20 A—2C—2E =—13, 


dont la solution est 


A=1, B——1,C— 2, D = 3, E — 4. 
Donc 
2z* + 2:+13 1 z+2 3: +4 


GDF ED AR TN 


Ainsi toute fraction rationnelle (4) dont le numérateur P,, (z) et 
le dénominateur Q, (z) sont des polynômes à coefficients réels peut 


être représentée par la somme d'un polynôme à coefficients réels 
(cf. formule (5)) et d’une combinaison linéaire (à coefficients réels) 
de fractions rationnelles simples del la forme << (&œ => 1) ou 


Mz+N (B > 1), où b, M, N, p et qgsont des réels et z°+ pz + q 
+ ps + g) 


est un trinôme à racines complexes. 


3. Intégration des fractions rationnelles simples. Soit 


Pr (zx 
R (= 9 


une fonction rationnelle de la variable réelle x dont les termes 
Ph (x) et Q, (x) possèdent des coefficients réels. Comme indiqué 
ci-dessus, la fonction rationnelle (18) peut être représentée par la 
somme d'un polynôme à coefficients réels et la combinaison linéaire 
(à coefficients réels) de fractions rationnelles simples de la forme 


Mz+N à 
TEE RÉ B => 1, où b, M, N, p, gqg sont 
des réels et 2° + px + q, un trinôme à racines complexes. L'’inté- 
gration de la fonction rationnelle (18) se ramène donc à celle de po- 
lynômes et de fractions rationnelles simples. 

Voyons le calcul des intégrales indéfinies de fractions rationnelles 


e>1 ou 
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simples. Pour les fractions de la forme PL æ>iÂ,ona 
TZ — 


1 


: —————— 1csiazÆi, 
—— ETS “ a (19) 
J (z—b) In |z2—b] sit = 1. 
Considérons maintenant les fractions de la forme ne 
(22+ pr + qf 


B > 1. En utilisant l'identité évidente 


(Ma+N)dr= à (x+ pr +o)+ (N—ŸE) dx, 


on obtient 


free +; jen 
line 
Si B—1, 
[de = 5 In(a+ pr+q) + 
d (2+2) | 
(NMP F2) M 4 
+ ( D) | Cri) 7 n(+pr+q)+ 
s(#) 
LIRE | = In (2+ pz+9)+ 
(Se) +1 


2N— M 2x 
+R. Are tg EC, 


où a = V g—p’/4 *). 
Si B>1, on a en vertu de (20) 
Mz+N 
PRET T-MRdins 
(z?+pz+ 9) 
M 1 Mp dt 
= 2 —————— N——— | —— , 21 
GP pet ( 7) (#34 af ja 
*) Le trinôme du second degré z° + pr - q ayant des racines conjuguées 
complexes, on a q — ”. > 0. Donc a est un réel strictement positif. 
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où t = x + p/2, a = V q — p°/4. Donc le calcul de l'intégrale (21) 
passe par celui de 

dt 

(1 + a2)P (a 0) 
pour f >> 1. La dernière intégrale se calcule à l’aide de la formule de 
récurrence : 
( dt 4 ç U+an—r# 

| rs | (#3 ap 


| dt 1 | t d (t° + a“) _ 
(+ a) 1 2a? (t2+ a2)P 
1 | dt _ 


1 1 
(t2+a2)P— 1 LT CEST j + SES 


| 
É: ant À HP D | (+ ar)" | (34 af 


a 
(2 ——) \ (3+ at) 1 ga 2a° (B—1) (2 a2)P1 ° (22) 
On s'est servi de la formule d'intégration par parties en posant 
1 : dt _ 1 Es 
rep ie Uque Ï er re 
formule obtenue permet de calculer successivement les intégrales 


dt 
| Pan pour B=—2, 3, 


Ainsi l'intégrale indéfinie d'une fonction rationnelle s' exprime 
au moyen de fonctions élémentaires, notamment des fonctions puis- 
sance, logarithme et arctangente. 


u=i, U— 


Remarque. Des formules (21) et (22) il résulte en particulier que 
pour B>=—>1 
Mz+N — P; Pr (x) 9 
(z2+ px + 9)P s (a+ pr+ gi +4 Fées es | (23) 
où le premier terme est une fraction rationnelle propre et À, une 
constante. 


&. Méthode d’Ostrogradski. Soit 
— Pr (x) 
R (x) Co: Qn (z) , M < n, (24) 
une fraction rationnelle propre dont les termes P,, (x) et ©, (x) 
sont des polynômes de la variable réelle zx à coefficients réels. Met- 
tons Q, (x) sous la forme 


Qn(z)=(z—0b,)e ... (2—0,)"* (22+ piz + qi) (+ pr + qi, 
(25) 
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où b,, . .., b, sont des racines réelles distinctes, p,, q1, . .., Pr, Qu 
des nombres réels, 2° + p;xr + q; des trinômes à racines conjuguées 
complexes. 

Il est aisé de voir (cf. formules (17), (19) et (23)) que l'intégrale 
de la fonction rationnelle (24) se représente par la somme 


Pm(®) 7e — Pr) Paz) 
Qn re E Qs (x) + Qn-s (7) 4 (26) 


où 
Q(r)= (bei (0) (pire 
(+ pur + qu) (s=æn—k—21), (27) 


— CE (x) 
Qn-s (z) = Qt) , 


et P, (x) et P, (x) sont des polynômes dont les degrés r et u satisfont 
les conditions rLs—1,uLn—s—1 
P, (x) 


Qs (x) 
grale | _ e dx, puisque l'intégrale 


La fraction s'appelle partie rationnelle de l’inté- 


_Pu(r) 
Qn-s (2) 
vérifie immédiatement) une combinaison linéaire de fonctions non 
rationnelles de la forme In|z—b,;|, In(x?+ p;æ+g,) et 


2z i 1 
Are tg EP (az À). 
M. Ostrogradski a proposé la méthode suivante de mise en évi- 


dence de la partie rationnelle de l'intégrale 7e dz. On commen- 


ce par chercher le polynôme Q, (x). Ceci étant, il “ 2e pas nécessaire 
de connaître la décomposition (25) de @, (x) en facteurs. On dé- 
montre queQ, (x) est le P.G.C.D. de Q, (x) et de sa dérivée Q;, (x) *). 
Le polynôme @Q, ., (x) se détermine à l’aide de la formule (27). Par 
ailleurs, en dérivant l'égalité (26) dans laquelle P, (x) et P, (x) fi- 
gurent avec des coefficients indéterminés (au nombre total de s + 
+ (n —5s) = n), on obtient 


dx est (ce qu'on 


Pm (x) = P; (x) Qs(r) —P, (x) Q: (x) e Pu (x) 
Qn (x) (Qs (z))° Qn-s(x) 


*) Le P.G.C.D. de deux polynômes se détermine par l'algorithme d’ Euclide. 
Cf. par exemple, A. Kurosh. Cours d’algèbre supérieure. Trad. française par 
les Editions Mir, 1984. 
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La multiplication des deux membres de cette égalité par Q@, (x) 
nous donne 


Pm (2) = P; (2) Qn-s(2)— P, (2) CRE E + PA (x) Q, (x), (28) 


où le second membre est un polynôme, puisque 


C1 D) Qn-s )_ _. (Qs D Qn-s EN — QD On (2) QE D: (x) 
Qs (2) Qs (x) Qs () oo 


et Q;, (x) est divisible par @Q, (x). L'identification des coefficients 
dans les deux membres de (28) nous donne un système de r équations 
linéaires à z inconnues qui sera visiblement compatible, puisque 
l'existence de la décomposition (26) a été prouvée. En résolvant ce 
système, on obtient les coefficients des polynômes P, (x) et P, (x) 

Remarque. La partie rationnelle non nulle de l'intégrale 
| Æ e dx (la fraction me est supposée irréductible) n’exis- 


te que dans le cas où le dénominateur Q,(xr) admet des racines mul- 
tiples. 


Exemple. Calculons l'intégrale Ed par la méthode 
d'Ostrogradski. La décomposition (26) s'écrit 
224 2r __Az+B Cr+D 
Jens de + 
Une dérivation nous donne 
2®+9r  A(z?+1)—2r(4z+8B) Cr+D 
GDS D l'ai 


D'où 
a + 2x = À (2° + 1) — 2x (Az + B) + (Cz + D) (x + 1). 


En identifiant les coefficients, on obtient le système d'équations 
linéaires 


| C=0 

z|—At+tD=1 
z |—2B+C—2 
al A+D=0 


dont la solution est 
A = —1/2, B = 1, C—=—0, D = 1/2. 
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Donc 
z3+ 2x = z+2 1 dr z+2 
mp = in 5 JET 50 


++ Arc tgr+cC. 


$ 3. Intégrales se ramenant 
à des intégrales de fonctions rationnelles 


On appelle polynôme de deux variables x et y (à coefficients réels) 
une fonction de la forme 


P(z, y) = > az y”, 
0<i+i<n 
où a;, sont des nombres réels. 
Exemple: 
Goo + Got + Go + G207* + AuiTY + Age”. 

On appelle fonction rationnelle de deux variables x et y le rapport 
P (zx, y) 
Q(x, y) ? 


où P (zx, y) et Q (x, y) sont des polynômes de zx et de y. 

Tout au long de ce paragraphe, R (x, y) désignera une fonction 
rationnelle de z et de y. 

1. Intégrales de la forme 


\ R Var tb 
L (x, V cx<+d | az, (1) 
où # est un entier strictement positif. 
az -+ b 


Si ad — bc = 0, la fonction f (x) = a 


tégrant de (1) est une fonction rationnelle de x. Ces intégrales ont 
été envisagées au $ 2. 
Supposons que ad—bc=-0. Introduisons la nouvelle variable 


k 
= Le . Alors 


kd— = k=1 
Ro GR CONS 


a—cth ? (a— cth}= 


R (zx, y)= 


est constante et l'in- 


D'après la formule de changement de variable dans une intégrale 
indéfinie, 


(R(2, =>) dr — (rh t) (ad—bc)kth"t | 


cr+d a—cthk ? (a — cth}° 
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Le calcul de l'intégrale ({) se ramène donc à celui de l’intégrale d’une 
fonction rationnelle de la variable t. 
2. Intégrales de la forme 


| z" (a+ bz")P dx, (2) 


où m, n, p sont des nombres rationnels, a, b des nombres réels. 

L'expression figurant sous le signe d'intégration s'appelle dif- 
férentielle binomiale. 

P. Tchébychev a prouvé que l'intégrale d’une différentielle bino- 
miale ne s'exprime au moyen de fonctions élémentaires que dans les 
trois cas suivants: 

a) Si p est un entier, la fonction x” (a + bx")P dépend ration- 
nellement de Ÿ x, où g est le P.P.C.M. des dénominateurs des nom- 
bres rationnels m et nr. Donc le changement de variable t = Ÿ x 
ramène le calcul de l'intégrale (2) à celui de l’intégrale d’une fonc- 
tion rationnelle de la variable é. 


b) Si eus. est un entier, en posant & = zx”, on obtient 


| zx" (a+ bx"}? dr=+ | {T(a+bt}) dt, 


où q = ns — 1 est un entier. D’après le n° 1, le changement de 
variable 
u—=ÿ/a+bt, 


où r est le dénominateur du nombre rationnel p, ramène le calcul de 
la dernière intégrale à celui de l'intégrale d’une fonction rationnelle 
de la variable u. 


c) Si ME + p est un entier, le changement de variable 


Pr 


ti = . +b, où r est le dénominateur du nombre rationnel p, 
TZ 


ramène le calcul de l'intégrale (2) à celui de l’intégrale d’une fonc- 
tion rationnelle. 
3. Intégrales de la forme 


| R(x, Var +br+c) dr, (3) 


où a (a = 0), b et c sont des nombres réels. 

Si le trinôme ax*° + bx + c admet une racine double «, on peut 
le mettre sous la forme azx° + bx + c — a (x — a)°. L’intégrant de 
{3) sera alors une fonction rationnelle de x. 
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Si ax° + bx + c admet deux racines réelles distinctes &, et @, 
alors 


ar® + br + c = a (x — &) (x — æ). (4) 
En posant 
Var? +bz+c=t(z—«,), (2) 
on obtient en vertu de (4) 


12 ao TM  — it? — a 


mt Mes à 
—————— _ a(ai—@)t 
Var +br+ce= 


La substitution 
ie V a2=% 
Z—@:] 


ramène le calcul de l'intégrale (3) à celui de l'intégrale d’une fonc- 
tion rationnelle de la variable t. 


Si ax° + bz + c admet des racines conjuguées complexes, alors 

a > 0, puisque sous le radical de (3) doit figurer une fonction à va- 
leurs positives. On vérifie sans peine que dans ce cas la substitution 
Var +bz+c=t+Vaz (6) 


ramène le calcul de l'intégrale (3) à celui de l'intégrale d'une fonc- 
tion rationnelle. 


Remarques. 1. Si c > 0, on peut calculer l'intégrale (3) à l’aide 
de la substitution 


Vaz+bhbz+c=2t+ Ve. (7) 


Les substitutions (5), (6) et (7) s'appellent substitutions d’Euler. 
2. Parfois les intégrales de la forme (3) se calculent plus aisé- 
ment par des procédés artificiels que par les substitutions d'Euler. 


4. Intégrales de la forme 
| R (sin x, cos x) dx. 


Le calcul de telles intégrales se ramène à celui d’intégrales de 
fonctions rationnelles moyennant la substitution { — te . En effet, 


TI LT 
218 2t lt 4 
SINT — — Tr: COST — — =, 
2dt 
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donc 
à 2t 1— 12 2dt ES 
| R (sin z, cos x) dr — [R (7 : << - À R (t) dt, 
où R (t)— = R 5 , +) est une fonction rationnelle. 


$ 4. Intégration des fonctions complexes 
d’une variable réelle 


On appelle fonction complexe d'une variable réelle x une fonction 
de la forme 


Î (à) = hi (@) + if: @), 


où f, (x) = Ref (x), f, (x) = Imf(xz) sont des fonctions réelles. 

Soit donnée une fonction complexe f (x) = f, (x) + if: (x) défi- 
nie sur un intervalle P, c’est-à-dire que les fonctions f, (x) et f: (x) 
sont définies sur P. 

La fonction complexe f (x) = f, (x) + if, (x) est dite dérivable 
en un point x € P s’il en est de même des fonctions f, (x) et f, (x). 
Ceci étant, le nombre complexe f’ (x) = f, (x) + if. (x) s'appelle 
dérivée de f (x) en x. 

Si la fonction complexe f (x) est dérivable en chaque point de P, 
on dit qu'elle est dérivable sur l'intervalle P. 

On vérifie sans peine la validité des règles usuelles de dérivation 


de la somme, du produit et du quotient de deux fonctions complexes 
de zx réel. 


Exemple. Trouver la dérivée de la fonction f (x) = e°%*, où a — 
— a + ib. On a établi au $ 4 du chap. 6 que e**" = e* (cos y + 
+ i sin y). Donc 


f (x) — _—_ (ets +ibx) — (er (cos br + i sin bx)) — 
= ae%* (cos bx + i sin bx) + e°* (—b sin bxz + ib cos bx) — 
= ae (cos bx + i sin bx) + ibe®* (cos bx + i sin bz) = | 
— (a + ib) e%* (cos bz + i sin bx) = (a + ib) eribx = ex, 
et par suite 
+ (e8<) = mesx., (1) 
Une fonction complexe F (x) = F, (x) + iF, (x) définie sur P 
est une primitive de f (x) = f, (x) + if, (x) si pour tout zE Pona 
l'égalité 
F" (2) = j (a). 
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Il est évident que F, (x) et F, (x) sont des primitives de f, (x) et 
Î2 (x) respectivement. Les primitives def (x) sont égales à uneconstante 
additive (complexe) près. 

L'ensemble de toutes les primitives de la fonction complexe 
f (x) = jf, (x) + if, (x) s'appelle intégrale indéfinie et se note 


| Î (à) dx. 


Il est aisé de voir que 
fréoar= (f(x) dei (f(x) de. 


L'intégrale indéfinie est justiciable des propriétés 1) à 4) énumé- 
rées au $ 7 du chap. 5. 

Les fonctions complexes peuvent aussi être utilisées pour le 
calcul d’intégrales de fonctions réelles. 


Exemples. 1. La formule (1) implique 
| ex dx = Let (a 0), 


où a est un nombre complexe. 
2. Pour le calcul des intégrales de la forme 


R(a= (2e (#0), 


où # est un entier positif et a un nombre complexe, on se sert de la 
formule d'intégration par parties 


In (a)=+ | sde = — ze — LE | res gr = 
4 k 
= he — — Tr: (a). 
On obtient ainsi la formule de récurrence suivante: 
I, (a) =< tes — LJ,i(a) (> 1). 
D'où 
I, (a) = res — À I (a) = NE 


E (a)= + re 2], (a =< 2e < res + À -e+C, 


etc. 
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Ë ° efñx __,.—ibx 
3. | ex sin frdr — fers EE — ax = 


en. +i 1 — ip) = 
= | as iB)x az—+ | ee iBxQr — 


eta+iB)x ea iB)x 


TAG Ae-p F0T 


— a—ip ; a+ib _; 
= | 2i ans x B)+C= 
eux iBx_,-ipx eiBx + e—iBx 
ee de 2 vo 
— çax a sin Es Bz, C. 


où «, B sont des réels non tous deux nuls. On s’est servi de la 
eix — e—ix 


formule d'Euler sin I=—5—, cos 7 = TT ($4 du chap.6). 


De façon analogue, 


| ex cos fx dr = eux EP ERRÉE 4 ç. 


4. | z'ecx sin Brdx = _ | rela+iBlx dr — 


nr { Dee dr LI, (a+ if) 1, (a—if), 


où «, B sont des réels non tous deux nuls, Æ un entier positif, Z, (a) 
l'intégrale calculée dans l'exemple 2. 
On a encore par analogie 


| r'ecx cos Brdr + 1, (@ + iB) + I (a — ip). 


Soit F (x) une primitive de la fonction complexe f (x) définie sur 
P et soit [a, ble P. 


On appelle intégrale définie de Newton de la fonction complexe 
b 


f (x) la différence F (b) — F (a) et l'on note [ f (x) dx. Donc 


b 
ff dr = F (b)—F (a). 


L'intégrale de Newton jouit des propriétés 1) à 5) énumérées au 
$ 8 du chap. 5. 

Soit donnée une fonction complexe f (x) = f, (x) + if, (x) dé- 
finie sur [a, b]. 


16—01289 
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La fonction f (x) = f, (x) + if, (x) est-dite intégrable-Riemann sur 
[a, b] si les HS oE à @) et f, (x) le sont. Le nombre complexe 


ÊT dz = {60 dr+i f2 (x) dx 
s'appelle _— de Riemann de la fonction f (x) sur Îa, bl]. 
L'intégrale de Riemann possède les propriétés 1) à 5) énumérées 
au $ 2 du chap. 8. 


b 
Il est évident que les intégrales | Î (x) dx au sens de Newton et 


a 
au sens de Riemann, si elles existent, sont confondues. 


CHAPITRE 10 


FONCTIONS VECTORIELLES 
D'UNE VARIABLE RÉELLE. 
COURBES DANS LE PLAN ET DANS L'ESPACE 


$ {. Fonctions vectorielles d’une variable réelle 


Dans ce paragraphe on étudiera des fonctions y = f ({) d’une va- 
riable réelle { prenant leurs valeurs dans un sous-ensemble d’un espa- 
ce vectoriel euclidien £, ($ 6 du chap. 2). Ainsi, pour chaque t 
fixe, 


Ê() = {fi C), . .., fn ()} (1) 


est un vecteur de l’espace Æ£,. De telles fonctions s'appellent fonc- 
tions vectorielles de la variable réelle é. 
De (1) il résulte que la fonction vectorielle y = f ({) se définit 
à l’aide de x fonctions numériques (scalaires) y; = f; (t) (i — 1, ... 
.., n) de la variable réelle t. 
On appelle somme de deux fonctions vectorielles f (t) — {f, (t), . .. 
.. fn (0)} et g (E) = {gi (E), . . ., ga (t)} (définies pour les mêmes 
valeurs de la variable {) la fonction vectorielle 


FG) + g 6) = {fi ©) Ha), fn (0) + 8n O}. 


On appelle produit d'une fonction vectorielle f (t) = {f, (t), ... 
+. fn (t)} par un nombre réel « la fonction vectorielle 


af (£) Fe {@f: (£),  . Lfn (e)}. ‘ 


Soit f ({) — ff, (t), ..., f, ()} une fonction vectorielle définie 
sur un intervalle 

On dit qu'un vecteur a — {a,, ..., a,} est la limite d’une fonc- 
tion vectorielle f ({) lorsque 1 — 1, si 


t—to 


Si a est la limite de la fonction vectorielle f (£) lorsque’t —+ £,, on 
écrit NE 
limf(f)=a. 
to à 
Les inégalités 
(al SV D a+... + ()—a) = 1f(t) —àl 


16* 
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impliquent que lim f(f) = a si et seulement si lim /;({) = a; 
sa {—to 
pour i = 1, 
Une fonction ectorelle f (£) est dite continue en un point t, € P si 


dima £ (#) = f (bo). 


Il est évident que f (f) est continue en #, si et seulement si les 
fonctions f; (t) (i = 1, ..., n) le sont. 
La limite 


. £ (4) —S£ (Lo) 
lim IE (4€ P), 


si elle existe, s'appelle dérivée de la fonction vectorielle f(t) en t, et 
se note f” ({,); quant à la fonction f (4), elle est dite dérivable en t,. 
Ainsi, 
f(t)=lim UF (0) 
to t—to F 


La relation 


F(t)—£ (to) _ { fa) fo) În (fa Co) } 
t—to t—to Fi t—to 
entraîne 
Ê (to) ={f1 (to): -..: fn (to)}- (2) 


On a les règles de dérivation suivantes des fonctions vectorielles : 
(EC) + g()) = LE) + g'(), (af()) — af’), 
(EC), g@)) = (FE), &@)) + Et), g'C)), 


où (f (4), g (£)) désigne le produit scalaire dans £,. 
Les deux premières règles résultent directement de la formule (2), 
la troisième, des égalités 


ce, ea = 10 80) = 


= 2 he t+Z Het =((E, eU)+(A(), sg). 


i—=1 


Remarques. 1. La fonction vectorielle f’(£t) dt (où dt est une nou- 
velle variable indépendante) s’appelle différentielle (ou différentielle 
remière) de la fonction vectorielle f (£) au point t et se note df. Ainsi 


dy = df = f" (t) dt. 
D'où f'(t)= ©. 
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2. Les dérivées de tout ordre de f({f) se déterminent de façon 
évidente. Ceci étant, 


(= (Et), ..., fn (t)}, 
LE) = (E), -.., fn (t)}, 


Une fonction vectorielle F(f) définie sur P s'appelle primitive de 
f(t) si pour tout tEP on a 
F'(t) = f(6). (3) 


Il est immédiat de voir que si F,(t) et F, (f) sont des primitives de 
f (£), la différence F, (£) — F, (t) = c, où ec est un vecteur constant. 
Soit F (t) une primitive de f (t) et soit la, b] & L. 
On appelle intégrale définie de Newton de la fonction vectorielle 
b 


f (4) sur Îa, b] la différence F (b) — F (a) et on note |1 (t) dt. Donc 


(t) dt=F(b)—F (a). (4) 

Les formules (2), (3) R (4) impliquent 
| &=| | fitt)dt, [stat]. (5) 
Si chaque fonction f; (t) (i — 1, ..., n) est intégrable-Riemann 


sur [a, b], l'intégrale de Riemann de la fonction vectorielle f (t) 
sur [a, b] est définie par la formule (5). 


Remarques. 1. L'intégrale de Riemann de la fonction vectorielle 
f ({) sur [a, b] peut être définie comme la limite des sommes inté- 
grales : 


b n—1 
fiG)dt= lim 3 FE) (tit), (6) 
a MIO ; 
où T—{t,, ty, ..., th} est une subdivision de [a, b], Ë; Elti, ti,1] 
(i=0,1, ...,n—1), h(T)= max (t;,—t;). 
OSt<Sn—-1 

2. La formule (6) entraîne 

b 


| f (é) dt 


h 


< | 1FG)1 at. 
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Supposons que la fonction vectorielle f (£) = {f, (t), . . ., fn (t)} 
est m + 1 fois dérivable sur P et soit {, € P. Pour chaque fonction 
fi @ ( = 1,..., n) on a alors le développement de Taylor ($ 1 du 
chap. 6 


fa (8)= fr (Go) + HU Ge) + 4 LU ere + 
+ Ri (los t). (7) 


t 
Rio, t) = _ | fi (x) (— +)" dr. 
ie 


Ces relations peuvent être mises sous la forme vectorielle: 


fem) FO) (to) 


m | 


FC) = 8 (to) + (tt) + GER, (os ©), 
d (8) 
R,, (to. D=r | fm +1) (x) (£—T)" dr. 


Cette formule s'appelle formule de Taylor pour une fonction vecto- 
rielle avec un reste sous forme intégrale. 


Remarques. 1. Le reste de la formule de Taylor (7) de chaque 
fonction f; (t) peut être écrit sous la forme de Lagrange 


je [a (Bi) (— 199 


(m+1)l ’ lL) LE; Lt ou ILE; <to. 


R ni (£os Î 


Mais les points Ë;, à — 1, ..., n, sont généralement distincts. 
Donc le reste de la formule de Taylor (8) ne peut pas en général 
être mis sous la forme 


SO +1) (E) (— 1) 
Ron (os = — pr —: 


En particulier, la formule des accroissements finis de Lagrange 
(m = 0) n’a pas toujours lieu pour les fonctions vectorielles. 

2. Si la fonction vectorielle f("+#)({) est continue en f,, la for- 
mule de Taylor (8) peut être écrite avec un reste de la forme de Peano: 


Ê(t)=f (to) + Es) (—to) + ... + es (tt) 
+R: (Los t), 
Rss (tas t) =0((t—1t5)"*1), 
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O((t—10)""1) = {oi ((—t0)""), +, On (CE —h)7)}. 


(o; (( — t9)"*1) (i = 1, ..., n) est un infiniment petit d'ordre su- 
périeur à (4 — {,)"*! lorsque { —+ t,.) 


$ 2. Courbes dans l’espace 


1. Longueur d’une courbe. Soient x, y et z des coordonnées carté- 
si ennes dans l’espace euclidien à trois dimensions £;. 


Définition. On appelle courbe continue une application conti- 
nue L 


z=q{lt), y=v(t),z=%(0) a <t<b) (1) 


(œ (£), (4). x (t) sont des fonctions continues) d’un intervalle [a, b] 
dans l’espace euclidien £. 

La variable { s'appelle paramètre. 

L'image de l'intervalle [a, b] par l'application (1) est un ensem- 
ble de l’espace euclidien £; qui s'appelle aussi courbe continue et se 
désigne par la même lettre L. Signalons que la courbe L n'est pas un 
ensemble quelconque de points de Æ;, mais un ensemble défini à 
l’aide de l'application (1). 


Exemple. Les applications 


z = cost, y—=sint, z—=0 (0<t< 2x) 
et 


x = cos 2t, y = sin 2t, z=0 (0<t<2n) 


définissent des courbes différentes bien qu’elles donnent la même 
image de {[0, 2xl, en l’occurrence le cercle: 2° + y* = 1, z = 0. 

Lorsque { varie entre 0 et 2x, le cercle 2° + y* = 1, z = 0 est 
parcouru une fois dans le premier cas et deux fois dans le second. 

Définition. On dit qu’une courbe L est lisse (ou différentiable) 
si les fonctions œ (t), 1 (£) et x (£) admettent des dérivées premières 
continues sur l'intervalle [a, b]. 

Soit r — {x, y, z} le rayon vecteur d'un point (x, y, z). Considé- 
rons la fonctien vectorielle 


r () = {y (t), p (@), x E)} G<Lt< b). 
Les égalités (1) peuvent être mises sous la forme vectorielle : 
r = r (t), (2) 


où rt) = {œ (t), 1p (t), x (t)} est une fonction vectorielle continue 
sur {a, b]. Donc la courbe L est définie par trois relations scalaires (1) 
ou une relation vectorielle (2). 
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La définition donnée ci-dessus d’une courbe continue manque 
souvent de souplesse et implique une certaine généralisation. 
Soientr =r,(t) a <t<b),r =r, (rt) (&« < Tt < BP) des appli- 
cations continues respectivement de [a, b] et [æ, B] dans l'espace £:. 
: Supposons qu'il existe une fonction stric- 
tement monotone (strictement croissante 
ou strictement décroissante) 


(ts) t=A(T) (a<T<P) 
appliquant {«, B] dans [a, b] telle que 
n A(T)=r () a<T< B). 


r(t 


r (tal 
Fig. 23. 
On admettra dans ce cas que les égali- 
tés r —=r,(t) et r —r, (x) définissent la même courbe continue 
rapportée à des paramètres distincts. 

Si r=r,(t), r =r,(t) sont des applications (continüment) 
différentiables, et la fonction { — À (t) continüment dérivable et 
(1) ZO0(œ<LT<LB), la courbe correspondante est dite difjfé- 
rentiable. (La condition À’ (t) = 0 assure la dérivabilité continue de 
la fonction inverse t — À”! (£).) 


Exemple. Les équations zx =t, y=t, z=t@® (0<t<1) et 
z=tet, y = tg t, z = tg t (0 LT< 1/4) définissent la même 
courbe. Ici À (t) = tg t, À’ (t) — _— 0 0<LT< 1/4). 

Définition. On dit qu’un point r (t,) (4, € la, b]) d'une courbe L 
est double (ou de self-intersection) s’il existe un t, Æ f, ({, € [a, b]) 
tel que r (#,) = r (£,). 

Dans la suite on étudiera des courbes présentant un nombre fini 
de points doubles. 

Soit T = {to, l1, . . ., t,} une subdivision de [a, b]. Considérons 
la ligne polygonale de sommets r (£,),r (4,), ..., r ({,) inscrite dans 
la courbe L (fig. 23). La longueur de cette ligne est égale à 


u— 1 
2 Pr (its) —r (di) |. 
Définition. Un nombre / (>0) s'appelle longueur de la courbe L 


si pour un € >> 0 arbitraire il existe un ô > 0 tel que pour toute sub- 
division 7 de [a, b] de pas k(T) < 6 


n— 1 
2 1rGis)—r (0 < e. 
On écrit alors 


n—1 
l— lim D Fr (is) —r(8)1. 
R(T)—æQ i=0 
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Théorème 10.1. Toute courbe différentiable L est de longueur finie 
l'et de plus 


b 
= [VE ON + OF ON dt (3) 
ou, ce qui est équivalent, 
= |r” (4) | dt. 
Démonstration. Lest par hypothèse une courbe différen- 


tiable. Donc r° (t) = {’ (t),®’ (t), x’ (t)} est une fonction vectorielle 
continue sur {[a, bl. 


Soit ©; — sup ler ()—7r (t) | l'oscillation de la fonc- 
1.1 ECtp tjr) 
tion vectorielle r’ (t) sur l'intervalle [é;, t;4.,]. Alors 
Ir (is) —r (ti) — Ir GTA < Ir (bis) —r (ti) —7r (ti) Ati] = 
Pis1 
< (Ir @)—r(t)lat < 
tj 


Lis 


À Gr" (45) dt 
ti 


lte1 
<< | o, dt= o;At; (At;=t;;,—t;). 
à 
Ces inégalités entraînent 


n— 1 n-1 


2 1er) tr lat] < 


n-—i n 
< 2 lrGi)—r(tyl—ir @)lAU< À oAt 


ou 


n—1 


n—1 n— 1 
2 r'Elt— Dot < 2 Ir(ée)—r (#1 < 
n—1 n=— 1 
< 2 Ir (t)lAt: + 2 vtr. (4) 


n—1 
D Ir’(ti)lAt; est la somme intégrale associée à la fonction 
i=0 


continue [r’ (#)] = V(p" (t)}2+ (4° (6) + (x GX. 
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Donc 
n— 1 b 
lim " (4,)I At, = " (t)| dt. 5) 
de, 2 Glat= [ir Go (5) 
Montrons que 

n—-1 
lim > o@;At, =0. (6) 

R(T)—0 i=0 


La fonction r’ (ft) est continue sur [a, b], donc elle y est unifor- 
mément continue *). Par définition de la continuité uniforme, quel 


que soit e >> 0, il existe un 6 > 0 tel que pour tous #, LE [a, b] 
satisfaisant la condition |{—t|<ôona 


1e" (£)—r° (t)| <e. 
Soit donné un e& > 0. Posons e, = e/(b — a) et trouvons un 
Ô > 0 tel que pour tous les f, LE [a, b] satisfaisant la condition 
lé—i|<6 l'on ait 


je —r (1 < e/(b — a). 
En particulier, pour À (T) < 6, 
o; LE/(b—a)(i=0,1,...,n —1). 
Donc 


n—1 


1 1 
» @;At; < —— >. At; =e 
i—0 1=0 


et par suite on a l'égalité (6). 
En faisant tendre h (T) vers O dans (4) et en tenant compte de 
(5) et (6), on obtient 


n— 1 b 
I lim r (lis) —rt(t;)l =, " (t)| dé. 
he, D Gel = | 1 @ 
C.Q.F.D. 
Définition. On dit qu’une courbe Lest différentiable par morceaux 
s'il existe une subdivision T = {{,,t,, ..., t,} de la, b] telle que 


chaque arc de courbe ZL compris entre les points r (4;) et r ({;+;) 
(i — 0,1, ..., nr — 1) soit une courbe différentiable. 


*) Pour les fonctions vectorielles on a le théorème suivant qui se prouve 
comme le théorème de Cantor pour les fonctions scalaires : une fonction vectorielle 
continue sur [a, b] y est uniformément continue. 


8 2] COURBES DANS L'ESPACE 251 


Du théorème prouvé plus haut il résulte qu'une courbe diffé- 
rentiable par morceaux est aussi de longueur finie. 


Remarque. Dans le cas de la courbe z = œ (f), y =  (t), z: = 0 
(a Lt L b), la formule (3) devient 


b 
= | VE GN + OP at. 


Si la courbe est définie par l'équation y = f (x) (a < x < b), la 
formule (3) se simplifie davantage: 
b 
= [VTT dr. 


Exemple. Calculons la longueur d’une spire de la spirale 
z—=acost,y—=asint, z—=bt (0Lt< 2x). 


D'après la formule (3), 
As 
l = | V a? sin? {t+a cos t+b= dt =2n Vaæ+ b*. 


U 


2. Vecteur tangent à une courbe. Soit Z une courbe continue dé- 
finie par l'équationr=r (t) (a < t< b), où r ({)= {op (), vw (t), x (t)}. 
Supposons que la fonction vec- 
torielle r (£) est dérivable en un point flo 
t, E la, b]. Alors 


r (to) = ie LEE . (7) 


(lo) 


C0 rte) 
Si r’() 0, le vecteur r° (4) F0 
s'appelle vecteur tangent à la courbe L 
au point r(f,), puisque sa direc- Fig. 24. 
tion est confondue avec celle de la 
position limite (pour { —+— t,) de la sécante passant par les points 
r (H) et rt) (fig. 24). 

La droite qui passe par le point r ({,) dans la direction du vecteur 
r” (&,) = 0 s'appelle fangente à la courbe Len r (t,). Son équation peut 
de toute évidence être écrite sous la forme paramétrique 


r=r(t) + tr’ (to) (—o0 LT < +oo) 
ou, de façon plus détaillée, 


Z = D (lo) + T Po), y = Ÿ (to) + T'(o), 2 = 4 (to) + TX (bo). 
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Le plan perpendiculaire en r(£,) à la tangente à la courbe L en r(£,) 
s'appelle plan normal à Len r (4). 
Son équation est 


(r" (to), r — r (to)) = 0 

ou 

(r — 9 (do) Co) + y —  Co)) Ÿ'(o) + & — XKo)) X (to) = 0. 

Remarque. Si le paramètre £ est traité comme le temps et r (4) 
comme la position d’un point mobile à l'instant ft, le rapport 
AU EAU est la vitesse moyenne de ce point pendant l'intervalle 
[éo, t] ‘et la dérivée r' (£,) (en vertu de (7)), la vitesse instantanée 
à l'instant f,. 


Définition. On dit qu'une courbe différentiable L est régulière si 
pour tout 4€ a, b] 


Cp" @))° + (°° (@)) + (x )° 0, 
c'est-à-dire que 
[r GIZ 0 *). 
Donc une courbe différentiable régulière admet en chacun de 
ses points un vecteur tangent r°({) non nul. 


Remarque. Une courbe régulière peut admet- 


tre plus d’un vecteur tangent en un point dou- 
ble (fig. 25). 


Lemme. Soit r = r (t) une courbe différentiable 
telle que |r(t)| — R = const. Le vecteur r° (t) 


Fig. 25. est alors orthogonal au vecteur r (t) pour tout 
tEla, b]. 
Démonstration. Une dérivation de la relation 


(r (t),r (#))=R® nous donne 2(r’ (t), r (t))—0. Ce qui prouve le lemme. 
3. Paramètre intrinsèque sur une courbe. Soit Z une courbe diffé- 


rentiable régulière d'équation r = r (t), a < t  b. Alors r’ ({) Æ# 0 
sur Îa, b]. Considérons la fonction! 


(t)= [rl G<t <b). (8 


Cette fonction est strictement croissante, et admet une dérivée 
s (= |r’ ({)|>0 continue sur [a, b]. Elle possède donc une 


*) Les points de la courbe er lesquels r” (t) — 0 sont dits singuliers. 
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réciproque { = £ (s) également strictement croissante dont la dérivée 


dt 1 
de eo 


est continue sur Î[s,, s.], où 


a b 
s= | lr'(idr, s= [Ir (id. 
te to 
L’équation 
r=r(t(s)) <Ss<s2) (9) 
définit la même courbe L, puisque le point { = { (s) parcourt l’in- 
tervalle [a, b] lorsque s parcourt l'intervalle [s,, sl. 


L'équation (9) s'appelle équation intrinsèque de la courbe Z,, et le 
paramètre s défini par (8), paramètre intrinsèque. 


Remarque. Pour t > t, le paramètre intrinsèque s (£) est égal à la 
longueur de la portion de courbe L comprise entre les points r ({) 


et r (t); pour { << {,, à la longueur de cette même portion prise avec 
le signe moins. 


La formule (8) entraîne 
= le = VO OO OP + ON. (10) 


En particulier, si £ est un paramètre intrinsèque, c’est-à-dire si 
t—s,;ona 
Fr) = (@° ()) + (+ (x (9) = 1. (11) 
Soient L, et L, deux courbes différentiables régulières d'équa- 
tions intrinsèques respectives r = r, (s) et r = r, (s), se coupant en 
ro — F1 (So) = re (So)- 


Définition. On dit que les courbes L, et L, présentent en r, un 
contact d'ordre m (>1) si 


[rs (so + As) —r, (8, + As) | = o (| As |”). 


Supposons que r, (s) et r, (s) sont m fois continûment dérivables 
D'après la formule de Taylor on a alors 


ri (50 As) = ri (50) +2 (0) As+ er (5) ST + o(As"), 


m | 


Asm 


m | 


ra (So As) = r2 (50) + ri (50) As +... + Fr (50) = + o(As"'). 
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En retranchant une formule de l’autre, on constate qu une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que les courbes Z, et L, présentent 
un contact d'ordre m en r, est que 


T1 (So) = F2 (So) ri (So) = re (So), + - +, F9) (so) =.19) (so). 
&. Courbes planes. Soit Z une courbe continue située dans le 
plan zOy. Ses équations sont alors 
r=oplt), y=vp(t), z2=0,a<t< b. 
Posons r = {x, y}, r (t) — {œ (t),  (t)} et écrivons les équations 
de Z sous la forme vectorielle: 
r=r(t), a<t<b. 


Si la fonction vectorielle r ({) est dérivable en t, € La, blet si r’ (bo) 
=£ 0, l'équation de la tangente à Lenr (t) est 


z = P (to) + TP” (to); y = Ÿ (to) + TŸ'(o) (—o << T << +00). 


La droite perpendiculaire à la courbe Z en r (f,) s'appelle nor- 
male à la courbe Len r (t,). 
L'équation de cette normale est 


(r° (to), r —r (to)) = 0 
ou 


(x — p(o)) P° (do) + (y — D (to)) Ÿ° (to) = 0. 


Soient L une courbe différentiable régulière, r = r (s), s € [s,, s,), 
son équation intrinsèque. Alors, en vertu de (11), | 


àr , 
T(s)=—— (12) 
est un vecteur unitaire tangent à la courbe L (| t(s) | = 1). 


Supposons que la fonction vectorielle + (s) admet une dérivée 
continue. La fonction 


k(9=| + (13) 


est alors visiblement continue. 
La fonction # (s) définie par (13) s'appelle courbure de la courbe L. 
Montrons que si k(s) = 0, sE€Îs,, sl, la courbe L est un segment 
de droite. 


En effet, TE = 0 d’après (13) et par suite x = +, — const. La 
formule (12) implique alors | 
r = Ts ro, SEÎs,, s), 


où r, est un vecteur constant. Cette relation est l'équation d'un 
segment de droite. | 
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La réciproque est vraie: la courbure de loute droite est nulle. 


Remarque. Désignons par Ag (Av > 0) l’angle des vecteurs + (s) 
et t (s + As). Alors (fig. 26) 


AP _ It(s+As)—+ (s)] 


sin D Dr (si = + [r(s+ As) —+(s)| 
et 
.…. A 
_AP__ lim 2 sin 2 ns lim IG+As Tr (s) = ax — k(s). 
as=0 AS] As—0 [As] A0 [As] ds | 
Ainsi, la courbure Æ(s) — lim est égale à la vitesse de 


As—+0 EX s| 
rotation du vecteur tangent + (s) par rapport au paramètre s (traité 
comme le temps). 
Soit 7 0 sur Îs,, s.]. Le vecteur _ est orthogonal au vecteur 
+ (s) d'après le lemme de la page 252. 


Posons T(s) 
T(S+35) 
= /| | 1 de, 
‘ds k(s) ds ? 
le vecteur vi{s) est alors un vecteur 
unitaire orthogonal à + (s) et de plus 
T(S+35) 


dx 
a = (s) v (s). (14) 
L , Fig. 26. 
e vecteur v(s) s'appelle vecteur 
unitaire normal. 
Il est évident que la fonction vectorielle v (s) est continue sur 
[s,, s.]. Supposons que la fonction vectorielle v (s) admet une déri- 


: à dv . 
vée continue. Le vecteur —— est orthogonal au vecteur v d'après le 
lemme de la page 252, donc il est colinéaire au vecteur v, c’est-à-dire 


7. (s) + (s). (15) 


Une dérivation de l'identité (x (s), v (s)) — 0 par rapport à s nous 
donne 


(+ _ à v(s))+ (+ (5), +) =0(. 
D'où, en vertu de (14) et (15), 
k (s) (v (s), v (s)) + À (s) (r (s), + (s)) = 0, 


c'est-à-dire que 
à (s) = —k (s). 
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Les formules 
TE h(s)v(s), = —K(s)t(s (16) 
ds * ds 


ainsi obtenues s'appellent formules de Frenet. 

Calculons la courbure d’une courbe différentiable régulière d’équa- 
tion intrinsèque r = r (s). Supposons que la fonction vectorielle 
r (s) est deux fois continüment dérivable. D'après les formules (12) 
et ({4)on a 


d® 
_. —hk(s)v, 
d'où 
k (s) = … (17) 


Supposons maintenant que la courbe différentiable régulière L est 
définie par l’équation r = {œ (t}), d (t)} (£ € [a, b]l), où ft est un para- 
mètre arbitraire, et que les fonctions œ (t) et + ({) sont bicontinü- 


ment dérivables. D'après (9), l'équation intrinsèque de la courbe Z 
est 


r — {p (£ (s)), # (£ (s))}, 
et de plus, d’après (10), 
dt 1 


ds pH} + GE | 


Appliquons cette relation au calcul de ss ; 


NT Len —— ——, Re ———— — 
ds UV@YF+HEY  VOY+WT 
Br _f (D — pp) %" (pp —#'p)q" } 


ds Ù (PHP (PHP 
D'après la formule (17), 
dèr ” |p’#” 7: v'p”| 
DT CSC LEE ds 


Si la courbe L est définie par l’équation y = f (x), la formule (18) 
prend la forme plus simple: 


A Lf" (x)! 
FOTO sé 
Exemple. Considérons le cercle de rayon R > 0: 


z=Roeost, y—= Rsint. 
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La formule (18) nous donne # = 1/R. La courbure du cercle est donc 
constante et égale à l’inverse du rayon. 

Considérons une courbe différentiable régulière L d'équation in- 
trinsèque r = r (s), s € [s,, s,.l. Supposons que la fonction vectorielle 


r (s) est bicontinüment dérivable et que TS 0, SE fs, s1. D’après 
(12) et (14), on a alors 


dir 


= = E(s) v(s). (20) 


Fixons un 5 € {s,, s.l. Posons R — _— . Traçons le cercle Z, de 


rayon R centré en r (s,) + Rv (si) (fig. 27). Soit r = r, (s) l'équation 
intrinsèque du cercle Z,. Il est évident 
que le cercle Z, et la courbe L ont en leur 


point commun r (so) = r; (5) le même 
vecteur unitaire tangent t% (s), le même 
vecteur unitaire normal w (s,) et la même 
courbure  (s). On a donc les égalités 
suivantes (cf. formules (16) et (20)): 


(50) =% (50) = PE (60), 


Pr (0) =k (60) v (50) = LE (60). ee 


De ces égalités il s'ensuit que le cercle Z, et la courbe L présentent 
un contact d'ordre deux au point r (s). 

Le cercle L, s'appelle cercle osculateur à la courbe Z au point 
r (s). Le centre de L, s’appelle centre de courbure de L. 


5. Courbes gauches. Soit L une courbe différentiable régulière 
gauche d’équation intrinsèque r = r (s), sE [s,, s]. En vertu de (7) 
et (11), 


Ts) = — (21) 


est alors un vecteur unitaire tangent à L (| + (s) | = 1). 
Supposons que la fonction vectorielle + (s) admet une dérivée 
continue. La fonction continue 


k(s)= | _ (22) 


s'appelle alors courbure de la courbe L. 
Montrons que si # (s) = 0, s € [s;, sl, la courbe Z est un segment 
de droite. 


17—01289 
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En effet, dans ce cas = 0 en vertu de (22) et par suite t — 
=, %-— const: De la formule (21). il s'ensuit alors que 
| r= ty +ro (a<S<S2), 


où r, est un vecteur constant. Cette relation est l'équation d'un 
segment de droite. 


[ plan osculateur 
Il plan rectifiant 
11 plan normal 


Fig. 28. 


La réciproque est vraie: la courbure de toute droite est nulle. 


Supposons que Lx 0 sur {s,, 5,1. Le vecteur = est perpendicu- 


laire au vecteur + (s) en vertu du lemme de la page 252. Posons 
Lors dtfidr 1 à 
vo= | 


TES) ds * 
La fonction vectorielle v (s) est continue sur [s,, s.]. Ainsi, v (s) est 
un vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur + (s) et de plus 


= k(s) v (s). (23) 


Le vecteur v (s) s’appelle vecteur unitaire normal à la courbe L. 
Posons .: | 


Bts) =Ir(s), 5(), . (24) 


où [t(s), v (s)] désigne le produit vectoriel des vecteurs 7% (s) et 
v.(s) *). Il est immédiat de voir que B (s) est un vecteur unitaire 
perpendiculaire à w (s) et v(s) (fig. 28). 


. *) On rappelle que le vecteur t @, v(s)] est perpendiculaire aux vecteurs-T (s) 
et v (s), son sens est donné par la règle du bonhomme d'Ampère et sa longueur est 
égale à l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs + (s) et v (s). 
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Le vecteur B (s) s'appelle vecteur unitaire binormal à la courbe L. 
Ainsi 
t(s)=[v(s), B(s)], 
v(s)=[{B(s), +(s)], (29) 
B(s)=1{r(s), v(s)]- 
Les vecteurs unitaires + (s), y (s) et B (s) forment en vertu de (24} 
un triplet direct trirectangle appelé triédre de Frenet. 


Supposons que la fonction vectorielle v (s) admet une dérivée 
continue. Alors, en vertu de (23) et (24), 


eleve 4)-ob ut Tete 27 


Le vecteur = étant perpendiculaire au vecteur v d’aprèsle lemmede 


la page 252, il résulte de la dernière formule que B est colinéaire à v. 
Posons 


À x (s)v(s). (26) 


La fonction x (s) s'appelle torsion de la courbe L. 
*) Le produit vectoriel se dérive de la manière suivante: 


a LG), 8 O1 = [6] [ré 


En effet, soit + 
F (8) = {f1 (5), fo (5), fa (s)}, (6) = {er (6), ge (ss 83 (s)}, 


alors 
LE (s), g (s)] = {hi (5), Ra (s), ha (s)}, 
où oi 
ie k; = 283 — ages ha = ff — f18s ha = lie — fo@- 
Donc 
d} dha dh 
IG), sG1= {Er , Le, Ps 


dfe dfs dfa dfi , dfr dfs 
Lee Ts Es — ds “as Pt ds 81 as ÊS de eh n}+ 


.: : _ | e|- L[r, SE ds 


: HE ee, fe, , j 4 =. ni 
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En appliquant les formules (23), (24), (25) et (26), on trouve 


=, s]+[8 = 260100, d+806)18, = 


= —k(s)tT+x(s) B. 
On obtient en définitive les formules 


EE — k(s) v(s), 


ds 


D _k(s)t(s) +%x(s)B(s), (21) 


“ds 
d6 Pre LL 
"ds — K (s) v (s), 
appelées formules de Frenet. 
Montrons que si x (s) = 0 sur [s,, s,], la courbe est plane. 


De la dernière formule de Frenet il résulte, en effet, que PB — 
— ff, — const, et en vertu de (21), 


 (r(s), Bo) = (T , Bo) = (+, B) =0, 
c'est-à-dire que 
(r (s), Bo) = D = const. 


Posons 8, = {4, B, Chris) = {zx (s), y (s), z (s)}, et mettons la 
dernière formule sous la forme 


Az (s) + By (s) + Cz (s) = D. 
La courbe L est donc située dans le plan 
Az + By + Cz = D. 


Calculons la courbure et la torsion d'une courbe différentiable L 
définie par l'équation intrinsèque r=r (s). Supposons que la fonc- 
tion vectorielle r (s) est trois fois continüment dérivable. En vertu 
des formules (21) et (27) on a 


dr 
= k(s)v, 
pe 28) 


Ph (sv (s) = (5) € (5) v HE (s) x (9) BL 


Calculons le produit mixte *) 
d d? ds 2 , 
(TE, = (sv, —R(s) +R" (s)v+k(s) x (s) B)— 
= (s) x (5) (x, v, B)=R2(s)x(s). (29) 
‘) On rappelle que le produit mixte des vecteurs a, b et c est donné par la 
e 


(a, b, c) — (a, [b, c)). 


form 
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De (28) on déduit la courbure 


k (s) = — ? (30) 


_ 


et de (29), la torsion 


dr d?r + 
ds ?” ds? * ds 


ka (s) ? (31) 


X (s) = 


pourvu que # (s) = 0. 


Exemple. Calculons la courbure et la torsion de la spirale définie 
par les équations 


z=acost, y—=asint, z—=bt (a>0, a + b* > 0), 


ou, en écriture vectorielle, 


r = {acost{, asin!, bt). (32) 


La formule (8) nous donne le paramètre intrinsèque 
t t 
s= Lr'(t)l dt= | Var dt=Va+bt=ct (c=Va+t). 
0 


En portant { — s/c dans l’équation (32), on obtient l'équation in- 
trinsèque de la spirale: 


s . S b 
r={acos +, asin — , —s}. 
c c c 


re de dir dSr 

Calculons les dérivées PP PT ET 
dr 1 SL SE s 
CR — , aCoS— , b}, 
d°r 
F7 Sondre 3 + mp —asin +, 0}, 
dr 1 
[ass Pc asin — — a cos + , 0}. 


La formule (30) nous donne la courbure 


dr ANNEE Re a 
k (s)— | ds = + a V a° COS — = + a? sin? — == LE ; 
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et la formule (31), la torsion 
.___S S 
—asin— acos — b 
C C 
s .__S 
— a cos ——a sin — 0 
C C 


.__S S 
a Sin ——a cos — 0 
c c 


= — 5 ——# #77 #0). 


C PE 

La courbure et la torsion de la spirale sont donc constantes. On 
remarquera que pour a — O0 on obtient une droite (k (s) = 0) et 
pour b—0, un cercle de rayon a dont la courbure est égale à 1/a. 

Considérons une courbe différentiable régulière L d'équation in- 
trinsèque r = r (s), sEÎs,, s,.]. On admettra que la fonction vecto- 
rielle r (s) est trois fois continüment dérivable et que la courbure 
k (s) = 0. 


La formule de Taylor nous donne 


r(s+As)=r(s) + As+ + (A+ LT Asto(As). (33) 


En vertu de (21) et (27) 


dr 

= U(s), 
== K(s) v(s), 
Eu 


= (s)v(s)+k (5) © = k'(s)v(s)—Æ(s)r(s)+Æ(s) x (s) B (s). 
En portant ces expressions dans (33), on trouve 
e(s+As)—r (= | As—+k2(5) As) x (s)+ 
+ (SH (AS+TE (9 AS) v(9+ 
+ (+ k(s)x(s) AS) B(s)+o(As). (34) 


Fixons un s € [s,, s,] et considérons un nouveau système de coordon- 
mées rectangulaires X, Ÿ, Z d’origine r (s) et de vecteurs unitaires 
æ (s), v (s) et B (s) (fig. 28). Alors 


ce(s + As —r(s) 2 Xe (s) + Y vs) + ZB (s). (35) 
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En comparant les formules (34) et (35), on obtient 
X = As—< k (s) ASS 0 (As), 


Y= + k(s) Ast+ LE (s) As +0 (As?) (36) 


ol tof 


Z = k(s)x(s) A+ o(As5). 


Ces équations définissent la courbe ZL dans le nouveau système de 
coordonnées (As est le nouveau paramètre intrinsèque). 


Des formules (36) il découle que la projetée de ZL sur le plan XOY 
est définie par les équations 


X =As<+o(As), 
Y = TR (s) As? + o (As°), 
d'où il s'ensuit que pour les X assez petits 
Y = k(s) X2+0(X?). (37) 


Au voisinage de l'origine des coordonnées À — 0, Y = 0, la projetée 
de la courbe Z sur le plan XOY se conduit donc comme la parabole 
YF — Lk (s) À*. La formule (19) nous permet de vérifier immédiate- 


ment que la courbure de la courbe (37) est égale à k (s) au point 
X =0,Y = 0. 

Le plan XOY s'appelle plan osculateur. 

La projetée de Z sur le plan XOZ est définie par les équations 


X—=As+o(As), 
Z=k(s) x (s) AS +0 (AS), 
ou (pour les X assez petits) 


Z= ER (s) x (s) X°+ 0 (X3). (38) 


Au voisinage de l'origine des coordonnées X = 0 et Z = 0, la 
projetée de la courbe L sur le plan XOZ se comporte comme la para- 
bole cubique 


Z= 2 (s) x (s) X° 
(fig. 29). 
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La formule (19) nous permet de vérifier sans peine que la courbu- 
re de la courbe (38) est nulle en À =0et Z=0 
Le plan XOZ s'appelle plan rectifiant. 


Z 
Z 
Ô 
X 
(4 Y 
X(Ss)>0 X(s)<0 
Fig. 29. Fig.[30. 


On démontre de façon analogue que la projetée de la courbe Z 
sur le plan normal Y OZ se conduit au voisinage de l’origine des coor- 
données Ÿ — 0, Z — 0 comme la courbe 


3 7 9% 
Y = V Te Z5 (x(s) 0) 
(fig. 30). 


CHAPITRE 11 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


L'objectif de ce chapitre est l'élaboration du calcul différentiel 
de fonctions de plusieurs variables définies sur un sous-ensemble de 
l’espace euclidien à nr dimensions E,. 

Les fonctions de plusieurs variables sont justiciables de nombreu- 
ses propositions établies antérieurement pour les fonctions d’une 
variable. Les démonstrations de ces propositions ne sont pas tou- 
jours produites, car elles répètent ad litteram celles effectuées pour 
les fonctions d'une variable. 


$ 1. Suites de points convergentes 
dans l’espace euclidien 


Une suite de points dans l’espace euclidien E, ($ 6, chap. 2) est 
une fonction définie sur l’ensemble Z des entiers naturels à valeurs 
dans E,. On la notera brièvement par {xt}, où 


x {2), .., M}, 1, 2, ... 


Soit M LM <<... LM L ... une suite strictement crois- 
sante d'’entiers naturels. La suite 


(y) = {x 


s'appelle sous-suite ou suite extraite de la suite {x}. 


Définition. On dit qu'une suite {x} © E, est convergente vers 
an point x € E, si pour tout e >> 0 il existe un entier N = N (e) tel 
que pour tous les k> N 


|x — x|<e. 


Le point x s'appelle limite de la suite {x}. 
La convergence de la suite {x*)} vers le point x se note comme 
suit: lim x%) = x ou encore x) —+ x lorsque 4 —+ oo. 


k—0c0 
La convergence de la suite x(*) vers le point x équivaut donc à 
celle de la suite numérique | x*) — x | vers 0. 
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Remarque. Si la suite {x} converge vers x, tous ses termes 
sont contenus à partir d'un certain rang À dans un e-voisinage O, (x) 
du point x*). 


Théorème 11.1. Pour qu'une suite {x*)} converge vers un point 
X — {1,, ..., xæ,}, il est nécessaire et suffisant que pour tout à (i = 
= 1,...,n) l’on ait lim r) — z; (c'est-à-dire que la suite des 

Rk—+00 

i-ièmes coordonnées des points xŸ) converge vers la i-ième coordonnée du 
point x). 

Démonstration. Elle découle immédiatement de l'iné- 
galité 


ER 
k 9 
SV À Ga xx |. (# 


De même que pour les suites numériques, on a les propositions 
suivantes : 


1) toute suite convergente de points est bornée **) et ne tend que 
vers une seule limite: 


2) toute suite extraite d’une suite convergente converge et admet 
la même limite. 


Théorème 11.2 (Bolzano-Weierstrass). De toute suite bornée {x} 
on peut extraire une suile convergente. 


Démonstration. La suite x) étant bornée, il découle des 


inégalités (1) que chaque suite numérique {z:; cn (i=1, ..., n) est 
bornée. D’après le théorème 3.11 de Bolzano-Weierstrass, de la 


suite {2493 on peut extraire une suite convergente [z)) —+ Zi. 


Tr. ; (m3) : | : 
Considérons la suite {r “}. On peut aussi en extraire une suite 


(1) (1) 
convergente {r2*} — r,. Comme {z1"} est une suite extraite de 
. [_ (mg) . : Ch ) ñ 
la suite {x | —+ Zi il s'ensuit que |z;* } —+ _ De la même 
façon, de la suite st Sxtrayons une suite 08 — x. Ceci 


étant, {x? : ? —+ Zi, Pa? —+ zx, En poursuivant cette procédure, 
on obtient n suites it RNB ES 


(ah) R) (qn) 
(ri) —+ 2, [x | — Zy, .. 0 | > Zn, 
où {q.} est une suite strictement croissante de nombres naturels. 


D'après le théorème 11.1, la suite des points x x) ne fr, ..., 2h}. 
C.Q.F.D. 


*) On rappelle que Oe (x) = {y Ent te e). 
*  **) Une suite {x(4)} est dite bornée s’il existe un nombre M: > 0 tel que 
[XD I< M pour tous les k. à 
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Définition. On dit qu’une suite {x} E, est fondamentale 
(ou de Cauchy) si pour tout € >> 0 il existe un entier N = N (e) tel 
que pour tous les 4, >> N (e) l'on ait 


| xt) MER x()) | 7 €: 


Comme pour les suites numériques, on démontre que toute suite 
fondamentale est bornée. 


Théorème 11.3. (Critère de Cauchy.) Pour qu'une suite {x} 
€ E, converge, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit fondamentale. 
Démonstration. Soit {x} une suite convergente. Cha- 


que suite {2°} (i = Â, ..., n) est également convergente. D'après 
le critère de Cauchy (théorème 3.14), ces suites sont fondamentales. 
Donc pour tout & >> 0 il existe un entier VW; (e) tel que, pour tous 
les k, 1> N,; (e), 

prix| < 7 
Posons N (€) — max { N, (e), -.., N, (e)}. Pour les k, 1> N (e) 
on a alors 


| xt) xt) | = ETUETS (x — rt 2 < Vi e° _Æ 
1=1 


n 


c'est-à-dire que la suite {x} est fondamentale. La nécessité est 
prouvée. 

Etablissons la suffisance. Supposons que {x} est fondamentale. 
Les inégalités 


7 


} l k (£ ‘ 
paie l< M 2 Gi —m  = 1x0 xl Gt... 2) 
J—= 


impliquent que chaque suite numérique {7 (i = 1, ..., n) soit 
fondamentale. D'après le critère de Cauchy (ÉOrÈmRE 3, 14), chacune 
de ces suites converge : 


k | 
a — x, (i=1, 3): 


D'après le théorème 11.1, la suite x) —+ {x,, ..., x,}. C.Q.F.D. 


$ 2. Limite d’une fonction de plusieurs variables 


On étudiera des fonctions numériques définies sur. un Sous-en- 
semble X de l'espace.-euclidien .Æ,. L 

De telles fonctions sont appelées fonctions Le n variables Li 52 

., Zn et désignées par f (x, .. : zh), f (x) ou encore par u — 
(22 Zn) ,ù = 1. (x), où x — {1 - aq) EX 


‘ 
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Soit E,+, un espace euclidien à z + 1 dimensions dont les points 
seront désignés par {x,, ..., Tn, u}. 

On appelle graphique d'une jonction u = f (x,, . .., x,) l’ensemble 
des points de l’espace Æ£,+:, dont les coordonnées sont reliées par la 
relation u = f (21, - .., Zn) ({21, - . ., Zn} E À). 


Exemples. 1. La fonction linéaire f (x) = a,x;, + ... + az, 
OÙ dy, +. -, 4n SOnt des constantes, est définie sur Æ, tout entier. 

2. La fonction f(x, y, z) = Wz? + y? +2? — R? (R > 0) est 
définie pour 2° + y* + z° > R*°, c'est-à-dire à l'extérieur d’une 
boule ouverte O2 ({0, 0, 0}) de rayon R et de centre O. 

3. La fonction u = zy est définie sur le plan Æ, (rapporté aux 
coordonnées zx, y). Le graphique de cette fonction est une surface 
(un paraboloïde hyperbolique) de l’espace £; (rapporté aux coordon- 
nées ZT, y, u). 

Soit jf (x) une fonction numérique définie sur un ensemble À & 
€ E, et soit a = {a;,, ..., a,} un point d'accumulation *) de X. 


Définition 1. On dit qu’un nombre b est la limite d'une fonction 
j (x) lorsque x —- a si pour tout e >> O0 on peut exhiber un nombre 
Ô = Ôô (e) > O0 tel que pour tous les x € X vérifiant la double iné- 
galité 
0<]x—al|<ô(e) 
l'on ait 
If (x) —b|<e. 


Si eette condition est satisfaite, on écrit Jim f(x) = b ou en- 
zx—a 
core 
lim f(x, ...,2zn)=0. 
X1-*a1 


Définition 2. On dit qu'un nombre b est la limite d'une fonction 
Î{ (x) lorsque x —> a si pour toute suite {x} X (x) = a) con- 
vergeant vers a la suite des valeurs correspondantes f (x{°)) —+ b. 


On démontre comme pour les fonctions d'une variable que les 
définitions 4 et 2 sont équivalentes. 

La validité des théorèmes suivants (qui sont homologues aux 
théorèmes pour les fonctions d’une variable) est immédiate: 

40 Si une fonction jf (x) possède une limite lorsque x — a, celte 
limite est unique. 

2° Critère de Cauchy. Pour qu'une fonction f (x) possède une limite 
lorsque x —> a, il est nécessaire et suffisant que pour tout e > 0 il 


*) On rappelle que tout e-voisinage O, (a) de a contient une infinité de 
points de X, mais le point a n’est pas censé appartenir à X. 
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existe un Ô —= Ô (e) >> 0 tel que, quels que soient x, x’ € X satisfaisant 
les conditions 0O<|x—a|<ô(e), O0O<|x’ —a|<ô(e), l'on 


ail 
[fm —fRII<e. 

3° Supposons que des fonctions f (x) et g (x) sont définies sur un mé- 

me domaine X et que lim f(x) = b, Hira g (x) = c. Alors les 
X—ea 

fonctions j(x) + g (x), f (x) 8 (x) et LE (pourvu que & (x) # 0 pour 
xEX et c-0) admettent une limite, et de plus 

a) lim (/(m)+e (x)=b+e, 


b) lim f(x) g(x)=bc, 


_{@) _b 
c) nn TETE g@  c° 


Supposons que f (x) est définie sur un ensemble infini XC EÆ;,. 


Définition. On dit qu'un nombre b est la limite de la fonction 
f (x) lorsque x — oo si pour tout & >> 0 on peut exhiber un A > 0 
tel que pour tous les x € X satisfaisant la condition | x | > À l’on 
ait | f(x) —b|<e. 
Si ces conditions sont satisfaites, on écrit 
lim f(x) = b. 
ZX—+œ 
Nous avons des théorèmes identiques aux théorèmes 1° à 39 
énoncés plus haut. 
Une fonction f(x) est un infiniment petit au voisinage d'un point a 
si limf (x) = 0 
x—+a 
Si lim g(x)=0 et lim L æ — 0, on dit que la fonction f(x) 
—a x—+a 
est d'un ordre de petitesse supérieur à g(x) au voisinage du point 
a et on note f(x) —=o(g(x)) lorsque x + a. 
Supposons maintenant que la fonction f (x) est définie dans un 
voisinage Or (a) d'un point a = {a;, ah}. Donnons-nous un 
vecteur unité 1 = {l,, ..., L,} (|[1 | = 4) considérons la droite 


x=a<+titl, za +bitl;; i=1Â,...,n, 


de vecteur directeur 1 passant par le point a. Les points de la droite 
sont situés à l’intérieur du voisinage O, (a) pour | {| < R. Donc 
la fonction 


p (4, 1) =f(a +11) 
est définie pour | {| < À. 
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Si Jim œ ({, 1) existe pour 1 fixe, on l'appelle limite de la fonc- 
t-0 
tion f (x) lorsque x— a dans la direction du vecteur 1. 
En particulier, si 1={0,...,0, 1, 0,...,0}, alors 
ee ee” 
R-1. 
lim P (£, 1) — lim Ï (as, y hot Ah +1, Ap+is an) = 
1—0 t—0 a 
= lim Î (ai, .. Ap-1; Ths Ah+js es An)» 
Xp IR | : 


c'est-à-dire que la limite de la fonction f (x) dans la direction du 
vecteur 1 est confondue avec celle de la fonction f (x) lorsque x, — 
<— a, pour des valeurs fixes des variables 7, = @;,, ..., Æn_1 — 
— Apys Th+1 = ht - +) Tn — Un 

Montrons que si lim f (x) = Pb, la fonction f (x) admet une 


limite égale à b lorsque : — a suivant n'importe quelle direction. 
En effet, puisque lim f (x) = b, pour tout e >> 0 on peut exhi- 


ber un êô > 0 tel que pour tous les x € OR (a) satisfaisant la condi- 
tion. | : 


DE|x—al<6, (1) 

l'on ait 
{8 1<'e. e 
Supposons que 0 << | { | << ô et posons x = a + il (|1 | — 1). La 


condition (1) est alors visiblement satisfaite et l’inégalité.(2) impli- 
que que: 


[f(ath—b|<e 
lorsque . 0.< | | < 6. Donc la fonction f (x) admet une limite égale 
à b lorsque x — a suivant la direction de 1. C.Q.F.D 


Remarque. L'existence de la limite de la fonction 1.(x) lorsque 
x — a.suivant.une direction quelconque n'entraîne pas en général 
l'existence. de... limf(x). On peut s’en assurer sur l’exemple sui- 


RE x—a 
vant. 
Exemple. Considérons la fonction 
| | O0 si Hs 
feu, i 


si. y= LT. 
Toute droite x = t cos &, y = t sin &, passant par l'origine dés 
coordonnées dans la direction du vecteur 1 — {cos &, sin a} coupe 


la parabole y — 1° pour t — 0 et t — SZ (cos & =£ 0). Donc pour. 
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0O0<]|t|<]|sin a [/cos° a (si cos « 0, sin « Æ' 0) et pour 0 < 
< |t]| (sicos &« = 0 ou sina —0), on a 
o (t, 1) = f (£ cos «, t sin «) — 0 
et, par suite, pour tout vecteur 1, É 
ane œ(t, 1) =0. 


Donc, la fonclion j (x, . na une limite nulle lorsque {zx, y} — 

— {0, 0} suivant n’importe quelle direction. Or, cette fonction n'ad- 
met pas de limite lorsque {x, y} —+ {0, 0}. En effet, considérons 
deux suites de points {1/k4, 1/k°} et {1/k, 0}. Les points de la première 
suite sont situés sur la parabole y — z°, ceux de la deuxième, sur 
l'axe des abscisses. Les suites des valeurs correspondantes de la 
fonction f (UK, AK?) = 1 — 1, f (/K, 0) — 0 —+ 0. En vertu de la 
définition 2, la fonction f (z, y) n MÉCRCL pas de limite lorsque 
{r, y} {0, 0}. 

Soit f (x, y) une fonction de deux variables définie dans un voisi- 


nage OR({xo, Yo}) du point {z,, Yo}, sauf éventuellement en ce 
point. 


Supposons que 
| lim f(x, y) = (y) 
XXxn 


pour chaque y fixe 0<|y—y, | << R). 
La limite (si elle existe) 


lim œ (y) = lim lim RACE y) = bi, 
v—+vo Y—FVUo XPX 
s’appelle limite itérée. 
On définit de façon analogue la limite itérée 
lim lim f(x, y) = b:. 
XXo V?Uo 


“Remarque. Les limites | 
lim lim Ï (æ. y)=b:, . lim f(x, y) =b:, 


V—>y0 X->X0 0 /—y0 
si elles existent, sont le distinctes. En effet, considérons 
l'exemple. suivant. 


Exemple. Soit la f-nction ‘à y) = << _. . On a 
b= lim lim EE = lim (1) = “1, 
; , ÿ—+0 x—0 Er y—+0 : 
b,= lim lim ——— = =limi=d. 
E en vas mers See 


HET RL A ‘4, 
Donc b, # b.. 
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Théorème 11.4. Supposons qu'une fonction f (x, y) est définie dans 
un voisinage On ({Zo, Yo}) d'un point {zo, Yo}, Sauf éventuellement en 
ce point, et que 


lim f(x, y) =b. 
X+X0 
Y-+>Vo 
Supposons, par ailleurs, que 
sun PC y)=p(y) (0<]y—yl<R), 


Im p=v@ O<Iz—-2I<R). 


Dans ces conditions, 
lim œ(y) = lim nn f(x, y), 


yo Vyo x—+ 
lim Ÿ (x) = lim lire f(z, y), 
X—X9 X+X0 V0 
et de plus 
lim lim f(x, = An M y) = b. 


Y—+vo x—>xX9 

Démonstration. D'après pe be de la limite, pour 
tout e >> 0 on peut exhiber un ê > 0 tel que, quels que soient 
{z, y} € Op ({zo, Yo}) Satisfaisant les conditions 

OV (220) + (y—Y0 <8, 
l’on ait 
If y) —b1<e. 
En faisant tendre x vers x,, on trouve que 


Ip) —bI<e 
pour O | y — yo | < 6. D'où il résulte que lim œ (y) = b. Donc 
vvo 


lim lim f(x, y) =b. 


V+vo xx 


On établit de façon analogue que lim lim f(x, y) =b. C.Q.F.D. 


X—X0 7 V0 


$ 3. Fonctions continues de plusieurs variables 


Soit f (x) une fonction numérique définie sur un sous-ensemble X 
de l’espace euclidien £, 

Définition. Soit a un point d’accumulation de X et supposons 
que a € X. On dit que la fonction f (x) est continue au point a si 
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elle admet une limite lorsque x tend vers a et 
lim f(x) = f (a). 
x—+a 


Si a est un point isolé de X, la fonction f (x) est considérée com- 
me continue en a. 

Cette définition peut être de toute évidence énoncée de la manière 
suivante dans le langage de e et 6. 

On dit que la fonction f (x) est continue au point a € X si pour 
tout e >> O0 on peut exhiber un 6 >> 0 tel que pour tout x € À satis- 
faisant la condition | x — a | < 6 l'on ait 


| f (x) — f (a) | < e. 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) est continue sur un ensem- 
ble X si elle l’est en tout point x € X. 


Définition. Un point a € X en lequel j (x) est continue s'appelle 
point de continuité de f (x). 

Un point a € X qui n’est pas un point de continuité de f (x) 
s'appelle point de discontinuité de f (x). 

Les fonctions de plusieurs variables sont justiciables des théorè- 
mes suivants qui sont analogues aux théorèmes 4.7 à 4.10 pour les 
fonctions d’une variable. 


Théorème 11.5. Si f(x) et g (x) sont des fonctions définies sur le 
même ensemble X et continues en un point a, il en est de même des 


fonctions f (x) + g (x), f(x) g(x) et 7 (pourvu que g(x) Æ 0 


sur À). 


Théorème 11.6. Si f (x) est une fonction définie au voisinage d'un 
point a et continue en ce point, il existe un voisinage O4 (a) de a dans 
lequel f (x) est bornée. 


Théorème 11.7. Soit f (x) une fonction définie au voisinage d'un 
point a et continue en ce point. Si de plus f (a) + 0. il existe un voisi- 
nage O; (a) de a dans lequel f (x) garde son signe. 


Théorème 11.8 (de continuité d’une fonction composée). Soient 
fr (X) = fr is +. Zn) (1 L'k L m) des fonctions définies dans un 
voisinage OR (a) d'un point a — {a;,, ..., a,} et continues en ce 
point et pit)—=oœ (f,, ..., tn) une fonction définie dans un voisinage 
O, (b) du point b = {f, (a), ..., fm (a)} et continue en b *). Alors 
la fonction composée @ (f, (x), . .- ., fm (x)) est définie dans un voisinage 
du point a et continue en ce point. 


*) Signalons que les points a et b appartiennent à des espaces euclidiens 
differents: a € E,, bE En. 


18—01289 
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Ces théorèmes se prouvent comme leurs homologues pour les 
fonctions d'une variable. Arrêtons-nous sur la démonstration du 
théorème 11.8. 

La fonction œ (t) étant continue au point b = {f, (a), ... 
…+. fm (a)}, pour tout & >> 0 on peut exhiber un nombre 6, > 0 
(ôo < r) tel que pour tout t satisfaisant l'inégalité 


[t—b|< û, (1) 
l'on ait 
[p(t)—p(b)Ii<e. (2) 


De la continuité des fonctions f, (x) (4 << k L m) en a il résulte 
qu'à l’aide du nombre 6, > 0 trouvé on peut choisir un 6, > 0 
(ôx << R) tel que pour tout x satisfaisant l'inégalité | x — a | < 
<< Ôr, l’on ait 


| fn (x) — fa (a) | < 6/Ÿ m. 


Posons t— {f, (x), -.., fm (x)}, ô = min 6:. Pour |[x—a|<< 
<RhÇmM 


<Z Ô on a alors 


une VS (he er <V RG VR) 8, 


1 
Les inégalités (1) et (2) entraînent 
| P Ga (x), - .., fm (x)) — p Gi: (a), - . ., fm (a)) | <'e 


pour | x — a | << 6, autrement dit la fonction composée  (f, (x), . .. 
- + Îm (&)) est définie dans le voisinage O4 (a) et est continue en a. 
F.D. 


Les théorèmes suivants sont identiques à ceux relatifs aux fonc- 
tions d’une variable, continues sur un intervalle (cf. théorèmes 4.11 
à 4.14). 


Définition. On dit qu'un ensemble À € £Æ, est connexe si deux 
quelconques de ses points a et b peuvent être reliés par une courbe 
continue entièrement contenue dans À. 

Autrement dit, il existe une fonction vectorielle continue x — 
= p (t),1E€[t,,t,]l, telle que æ (t) € X pour tout t € [£,, t.] et de plus 
P (4) = a, @ (t:) = b. 


Théorème 11.9 (Cauchy). Soient f (x) une fonction continue sur 
un ensemble connexe X © E,, a et b des points de X tels que f (a) + 
= f (b). Pour tout nombre C compris entre f (a) et f (b) il existe au 
moins un point c € X tel que f (ce) = C. 
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Démonstration. L'ensemble X étant connexe, il existe 
une courbe continue x = œ (t) (4 Lt Lt) reliant les points a 
et b (@ (t,) — a, p (ft) = b) et contenue dans X. Le théorème 11.8 
nous dit que la fonction g (t) = f (œ (t)) est continue sur [t,, £.] et 
de plus g (4) = f (@ ()) = f (a), g (2) = f (@ (t2)) = f (b). D'après 
le théorème 4.11, il existe un ?, € [£,, t.] tel que g (4) = C. Donc 
f (œ (to)) = C, c'est-à-dire que f (ec) = C, où e =  (t5) E X.C.Q.F.D. 


Théorème 11.10 (Weierstrass). Une fonction f (x) continue sur un 
ensemble fermé *) borné X est bornée sur À. 

Démonstration. Supposons par absurde que la fonction 
continue f (x) n’est pas bornée sur l’ensemble X. Pour tout M > 0, 
il existe alors un point x € X tel que | f (x) | > M. 

Choisissons M — k (k = 1, 2, ...) et construisons une suite 
{x} & X telle que 


IR) 1> K. (5) 


La suite {x()} est bornée (puisque l’ensemble X l'est). D'après 
le théorème de Bolzano-Weierstrass 11.2, on peut en extraire une 
suite {x Dy, Supposons que x‘? —+ a. Le point a appartient à X, 
puisque X est fermé. La continuité de la fonction f (x) entraîne que 
f (x*1)) + f (a), ce qui est impossible puisque l'inégalité (3) impli- 
que que f (x*1)) + oo. Cette contradiction prouve le théorème. 


Théorème 11.11 (Weierstrass). Une fonction f (x) continue sur un 
ensemble borné fermé X atteint ses bornes inférieure et supérieure sur 
X. En d'autres termes, il existe des points a, b de X tels que f (a) — 
= inf f (x) et f (b) = sup / (x). 


Démonstration. Nous ne la produirons pas, car elle est 
identique à celle du théorème 4.13 relatif aux fonctions d'une va- 
riable. 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) est uniformément con- 
tinue sur un ensemble X si pour tout e >> 0 on peut exhiber un ô > 0 
tel que, quels que soient les points x, x’ € À satisfaisant la condition 
|x — x’ | << Ô l’on ait 


If) —fm)1< e. 


Théorème 11.12 (Cantor). Une fonction f (x) continue sur un en- 
semble borné fermé X est uniformément continue sur cet ensemble. 

Ce théorème se prouve comme le théorème 4.14 relatif aux fonc- 
tions d'une variable. 


*) On rappelle qu’un ensemble X & E, est fermés'il contient tous ses points 
d’accumulation ($ 6, chap. 2). 


18% 


276 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (CH. 11 


$ 4. Dérivation des fonctions 
de plusieurs variables 


Soit f (x) une fonction définie sur un ensemble ouvert *) À € E,;, 
et soit a — {a, ..., ah} € À. 
Considérons la droite 


x—=a—+tl, |1| = 1, 


qui passe par le point a pour t — 0. Pour t assez petits on définit 
une fonction 


P (é, 1) = f (a + t1). 
Définition. Si la fonction œ (f, 1) est dérivable par rapport à t 
(à 1 fixe) au point t{ — 0, sa dérivée œ’ (0, 1) s'appelle dérivée de 
f (x) au point a suivant la direction du vecteur 1 et se note L (a). 
Donc 


2 (a)= << f(a+ 4) leo. 


En particulier, si 1=4{0, ...,0, 1,0, ...,0}, la dérivée # (a) 


es, 
R—1 


s'appelle dérivée partielle de la fonction f(x) par rapport à la 
variable x, au point a et se note 7 (a). 
Ainsi 


of d 
ÔTh (a)= 357 (a y This az+t, Ap+s ..., ln) lr=0 = 


. f (ai, ht) ax+t, Œh+ls =.) an) — f (a1, -.., An) 
t 9 


d'où l’on voit que la dérivée partielle a (a) est la dérivée ordinaire 


de la fonction f (x) par rapport à la variable x, lorsque les autres 
variables sont fixes. 

On se sert souvent de la notation suivante pour les dérivées par- 
tielles : 


of ° 
ÔZh (a) 7 fx, (a)- 
*) On rappelle qu'un ensemble X est ouvert si tous ses points sont intérieurs, 


c'est-à-dire qu'ils sont contenus dans X avec l’un de leurs voisinages. 
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Exemples. 1. Pour la fonction linéaire f (x) = az, + ... 
... + Antn = (a, x), où a = {a;,, ..., a,} est un vecteur cons- 
tant, on a 


(a, 2+ 4) io = (Ca, x)+t (a, 1) lo = (a, 1), 


Go) 
= 8x (= 1,...,n). 


n 
2. Pour la forme quadratique f (x) = » GT) Gi = ji, ODA 
4, jemi 


L@= À | D as(mi+ ht) e+u0 |. = 


= D, (@li(z+lit)+a(z: + lt) ) - 
1 _ 


i, j=1 
ñn 


ñn n ñn 
= », dijliz; + Dr aijtil; = D (a; + ai) Lit = 2 > GijliT}s 


4, j=1 1, j=1 4, j—=1 î, j=1 
n 
Ô ’ 
LL 925 dj; (i= 1, .…., A). 
ji 


Au $ 1 du chap. 5 on a montré qu’une fonction f (x) est dérivable 
en un point x, si et seulement si son accroissement en z, peut être 
mis sous la formel] 


Îf (x) — f (to) = À (& — 20) + 0 (& — To); 


où À = f’ (to). 
Ceci nous suggère la définition suivante. 


Définition. On dit qu’une fonction f (x) définie sur un ensemble 
ouvert X & E, est dérivable en un point a = {a;, ..., a,} € X si 
son accroissement en ce point peut être mis sous la forme 


f)—1()= 2 Aj(zi—a;)+o(|x—a |), (1) 


où À, sont des constantes. 


Remarque. La relation (1) peut être écrite sous la forme équiva- 
lente : 


f (x) —f (a) à A; (ti — a) + 2 ai (x, a) (ri — ai), 


où &; (x, a) sont des infiniment petits lorsque x — a. 
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En effet, l’infiniment petit o (| x — a |) peut toujours être mis 
sous la forme 


o([x—a D= 2 @ (x, a) (ri —ai). 


Pour cela il suffit de poser 


o([x—a |) (zx; —ai) 


a (x, a)= 2 APE, 


Inversement, si &; (x, a) sont des infiniment petits, alors 


ñn 


> a; (x, a)(zi—a;)=0(|x—a |), 


puisque 
> œi (x, a)(zi— ai) n 
s i—=1 = _HiT GI _— 
RE 2 est © 


Une fonction dérivable en chaque point d’un ensemble X est dite 
dérivable sur X. 
En particulier, pour les fonctions de deux variables, l’égalité (1) 
s'écrit : 
Ê (2, y) —f (to, Yo) = A1 (T — 20) + A2 (Y — Yo) + 
+0 (V2) +(y—v0)) = 4; Az + 4, Ay+o(V A+ At), 


où Az = z—x,, Ay = y — y. 

Théorème 11.13. Si f (x) est une fonction Fe en un point a, 
alors À; = (a). D'autre part, la dérivée SL (a) existe pour tout 
vecteur ni É — {,,..., L,} (11 | = 1) ef de plus 


%,, © ë 
CT 0 nt | EE (2) 


Démonstration. En faisant x = a + él (x; = a; + tl;) 
dans la formule (1), on obtient 


fta+4)—f(a)=t 2 Adito(lti), 


puisque [|x—a|—=]|t||1|—=1|t|. 
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Cette égalité entraîne 


df |, _ d _ y J@a+tb—f(a) 
1 (@)=-5f(a+tl) [1-0 = lim ; = 


= Al+lim D S 4 (4) 

i=1 +0 À i=1 

D'où l’on déduit pour 1={0, ...,0, 1, 0,...,0} (k=1,...,n) 
k-1 


91 (a) = À... 


ÔTR 


En portant les valeurs 4, trouvées dans l'égalité (3), on obtient la 
formule (2). C.Q.F.D. 


Remarque. Le théorème 11.13 nous permet d'écrire la formule (1) 
sous la forme 


OT; 


f(x)=f(a)+ D LL (a)(zi—a)+o(lx—a |). (4) 
1=1 


Cette relation admet l'interprétation géométrique suivante. Consi- 
dérons la fonction linéaire (non homogène) 


of 


g(x)=f(a)+ Y 2 (a) (i— ai). (5) 
i=1 


Le graphique de la fonction u = f (x, ..., x,) est une surface S à 
n dimensions de l’espace euclidien £,+,, celui de la fonction u = 
= g(z, ..., z,) un plan à r dimensions dans E,+,. Ce plan passe 
visiblement par le point {a,, ..., a,, f (a)} de la surface S. Les 
formules (4) et (5) entraînent 


f(x) —g(x)=0(lx—a |), 


c’est-à-dire que l'écart de la surface S par rapport au plan P mesuré 
le long de l’axe w est un infiniment petit d'ordre supérieur à 
[x — a |. 

Le plan P d'équation 


u= f(a)+ D (a) (mi — a) 
i=1 


s'appelle plan tangent à la surface S au point {a,, ..., ah, f (a)} 
(fig. 31). 
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Théorème 11.14. Une fonction f (x) dérivable en un point a est 


continue en ce point. 
Démonstration. Elle est une conséquence immédiate de 


la formule (1). 


Remarque. L'existence des dérivées d’une fonction en un point 
suivant n'importe quelle direction n'entraîne pas la dérivabilité de 


cette fonction en ce point. En effet, considérons un exemple. 
Exemple. Soit 
T° —y° : 
anef 6070.08 
0 si {xr, y}={0, 0}, 


L {cos &, sin «}. La fonction f (x, y) admet alors une dérivée au 
point {0, 0} suivant la direction du vecteur 1: 


<L (0, 0) = - 2 re emres [lo = 


t3 (cos? a + sin? &œ) 


La fonction f (x, y) est discontinue au point {0, 0}, puisque 
SL f(x 0) =1-0. Cette fonction ne peut être dérivable au 


point {0, 0} en vertu du théorème 11.14. 


Définition. On appelle gradient d’une fonction (dérivable) f (x) 
en un point a le vecteur 
D a L (a)}. 


Vf (a) = grad { (a) — 


En utilisant la notion de gradient, on peut mettre les formules (1) 
et (2) sous la forme suivante: 


f (x) — f (a) = (Vf (a), x— a) +o(lx—a |), 
(a) (vf (a), D. 


(6) 
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Remarques. 1. D'après (6), 
Ôf 
TL (a)=1 VF (a) Lcosp<] Vf(a) 1, 


où o est l’angle des vecteurs V/f (a) et 1. De cette inégalité il résulte 
que le sens de la plus grande croissance de la fonction f (x) en a est 
confondu avec celui du gradient (q = 0) de f (x) en a. 

2. Soient F (x, y) une fonction dérivable, z — œ (t), y = v (t) 
(4 LtLt:) une courbe différentia- . 
ble régulière ($ 2, chap. 10) d'équa- {Fx.Fy} 
tion 


FE, PH)=C, 4 Lt<Kts. (7) 


Une telle courbe s’appelle ligne de 
niveau de la fonction F'(x, y). 

Une dérivation de l'identité (7) 
nous donne 


F;(p(t), p(£)) p’(£) + 
+ FE, (p(t), d(t)) p ()=0, 


c'est-à-dire que le vecteur {œ’ (t), #’ ({)} tangent à la ligne de niveau 
au point {œp ({),  (£)} est perpendiculaire au gradient VF ={F:, F;} 
de la fonction F (x, y) en ce point. 

Donc, toute ligne de niveau de la fonction F (x, y) est perpendi- 
culaire en chacun de ses points au gradient de la fonction F (x, y} 
en ce point (fig. 32). 

3. Les formules suivantes découlent directement de la défini- 
tion du gradient: 


V(cf}=cVf (c=const), V(f+g)=Vf+Ve, 


V (fe) = eV + fVe, v(i) =, g(x) 0. 


{ot}, w{t}} 


Fig. 32. 


&. Soit n—2. Menons à partir du point a les vecteurs 
LL (a)1= [V} (a) cos gl et Vf(a) (p est l’angle des vecteurs Vf (a) 


et 1). Il est immédiat de voir que pour pEl + : + | , l’extré- 


mité du vecteur 2 (a) 1 décrit deux fois le cercle de diamètre Vf (a) 


(la première fois lorsque p€ [-+ ; + | , la deuxième, lorsque 


PE [+ : +; fig. 33) . Le cercle obtenu s'appelle indicatrice 


des dérivées dans la direction de la fonction f(x) au point a. 
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Théorème 11.15. (Condition suffisante de dérivabilité.) Soit 
f (x) une fonction définie et possédant des dérivées partielles CI 


mm" 
+ 2 dans un voisinage O} (a) d'un point a. Si ces dérivées partiel- 
n 


les sont continues en a, la fonction f (x) est dérivable en ce point. 


Fig. 33. 


Démonstration. Nous la produirons pour rz = 2 (le cas 
général étant analogue). 

Ecrivons l'accroissement de la fonction f (x, y) au point {xo, y} 
sous la forme 


Î (x, y) — À (Zo» Yo) a G (x, y) — (to; y)) a ( (Zo; y) — (Los ÿo)); 
{z, y} E Or {Zo: Yo}. (@) 
D'après la formule des accroissements finis de Lagrange (page 118), 
Ê (y) — f os Y) = fx (&o + 01A7, y) Az 
(0 <8, L1, Az = rz —z,), 
f os Y) — f (Gos Yo) = fy (Æor Yo + 02Ay) Ay, 
06, <1, Ay = y — Yo. 
En portant ces égalités dans (8), on trouve 
Î (@&, y) — (Zos Yo) = fs (Zo + 6, Az, y) Az + 
+ fu (os Yo + 02 Ay) Ay. (8) 


La continuité des dérivées partielles f. (x, y ) et f, (x, y) au point 
{Zo, Yo} entraîne 


fe (to + 01AÀZ, y) = fx (Zos Yo) + &1 (&, y), 
fu (Zos Yo + 02Ay) = Îy (Zo, Yo) + Lo (Z, y), 


où a; (x, y) +0 et &, (x, y) —+ 0 lorsque {x, y} —+ {zo, yo}. 


(10) 
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De (9) et (10) il s'ensuit que 


f (x, y) — f (os Yo) = fx (Los Yo) AZ + fy (Cor Yo) Ay + 
+ a (x, y) Az + @, (x, y) Ay, 


c'est-à-dire que la fonction f (x, y) est dérivable au point {xo, Yo} 
(cf. remarque de la page 277). C.Q.F.D. 


Théorème 11.16 (de dérivabilité d'une fonction composée). 
Soient fn (x) = fn (&us - + +: Tn), 14m, des fonctions définies dans 
un voisinage d'un point a = {a;, ..., a,} et dérivables en a, œ (t) = 
— p(é,, ..., tn) une fonction définie dans un voisinage du point 
b — {jf (a), -.., fm (a)} et dérivable en b. La fonction composée 
u = @ (f, (x), . - -, fm (x)) est alors définie dans un voisinage de a, 
dérivable en a et de plus 


Sue r ETA (pb) Th (a), i=1,...,n. (11) 


OZ; 
k=1 


Démonstration. Etant donné que la dérivabilité d'une 
fonction en un point entraîne sa continuité en ce point, le théorème 
de continuité d’une fonction composée nous dit que la fonction u = 


— @ (f1 (x), - - ., fm (x)) est définie (et continue) dans un voisinage 
©, (a) de a. 
La dérivabilité de la fonction o (t) en b implique 
D à 
PO)—p= D 3 (b) (£x—bx)+o(It—bl), (12) 
hk=1 


où db; = fr (a). ; 
De même, la dérivabilité des fonctions f, (x), k = 1, 


2 e .9? m, 
en a entraine 


ñn 


fa )—fn (a)= D (a) (zi—a)+ox(Ix—al). (13) 


i=1 


En posant t = {f, (x), . . ., fm (x)} (x € O, (a)) dans (12), on ob- 
tient en vertu de (13) 


P (f(x), +, fm (x) — 9 (A (a), -.., fn (a))= 


> 52 + () SE (a) (a—a)+ D 2 (b) ox (1x—al) + 


Rani i=1 k=1 


+ o(lt—b]). (14) 
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Le rapport 
; os ÿ* 
os VS nes fn (a) : 
[x—al |x—a | = 
——_—_—— 
Vi (24 LE (a) (æ1— 21) on ( x-a) 
|x—a | ü 
—_— 
VS D _Ofr (a) Zj— 0; + (1x al) 
A Ve ET FT | x—a | 


est visiblement borné. Donc 
o([t—bl)=0o(1x—a |)*). (45) 
Les relations (14) et (15) entraînent 


P Gi (x), - .., fm (x)) — p Gi (a), - +, fm (a)) = 


m 


= > (5 # 7 (b) 2e «) (&—@)+0(Ix—al). 
i=1 1 


R= 


Donc la fonction composée u = œ (f, (x), . - ., fm (x)) est dérivable 
au point a et 


f 
7 (8) = 5 & 7 (b) 2 (a). 


C.Q.F.D. 


Théorème 11.17. Siune fonction f (x) est dérivable sur un ensemble 
ouvert connexe X et 


_… (x)=0, i=1,...,n, (16) 


sur ZX, elle est constante sur X. 

Démonstration. Soient a et x deux points quelconques 
de X. L'ensemble X étant ouvert et connexe, il existe une courbe 
x = pt) = {p, (f), ..., pà (t)} ( LL) contenue dans X et 
reliant les points a et x: 


pi) = a, œqfl:) = x. 
*) En effet 
o(ft—bl)=a(x)1t—b] — 


où & (x) est un infiniment petit. 


[t—b! 


Ix— a | 


œ(x)|x—al = o(|x— al), 
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Considérons la fonction composée g (t) — f (œ (t)). Cette fonction 
est dérivable d’après le théorème 11.16 et 


ñn 


g (= 3 2 (@ (0) pit) = 0 


i=1 
d’après (16). Il s'ensuit de là que g ({) = const. En particulier, 
8 (ti) = 8 (t2). 


Il est évident que £ g (£,) = f (a)et g (4) = f (x). Doncf (x) = f (a) — 
— const. C.Q.F.D 

Soit u = f (x) une fonction dérivable en un point a, c'est-à-dire 
que l’accroissement de cette fonction en a peut être mis sous la forme 


LL 


f(a)—f(a)= > <L()(m—a)+o(ix—al), (417 


i=1{ 


OÙX = {2 -.., Zn}, A = (a, ..., ah}. 
Désignons par dxr;, ..., dr, les nouvelles variables indépen- 
dantes. 


n 
Définition. La fonction > nr (a) dr; linéaire par rapport aux 
i=1 
variables dz,, . .., dr, s'appelle différentielle (ou différentielle pre- 
mière) de la fonction f (x) au point a et se note du (a) ou df (a). On 
écrit souvent simplement du ou d 
Ainsi 


du (a) = df (a) = 


(18) 


i=1 
Si l’on pose dr; = x; — &;, la formule (17) devient 
Af (a) = f (x) — f (a) = df (a) + o (| dx |), 
où dx = {dzx:, » dTh 
Donc la différence Af — df — 0 (| dx |) est un infiniment petit 


d'ordre supérieur à | dx |, c’est-à-dire que la différentielle est la 
partie linéaire principale de l'accroissement de la fonction. 
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De la formule (18) on déduit les règles suivantes de calcul des 
différentielles de fonctions: 


d(f+g)=df+dg, d(fg)=8df+fdg, 


a(L)- EE (e( #0). 


Considérons la fonction composée u = @ (f1 (x), . . ., fm (%)) qui 
satisfait toutes les conditions du théorème 11.16. Alors, d’une part 


és Ge) 
d(ts, im) = » ee (bi se Lodt,, (19) 


Ra! 
OÙ Éj, - «> m Sont des variables indépendantes, de l’autre, en 
vertu de la formule (11), 


n 


dp (fit), + fm) = D 2 (1 (9), + fm (X)) d2i = 


i= 1 


=D D Gi). fn (2) SE Rd 


= > (f(x), eu fn 2 À 2 (xd = 


LR | i1—=1 


=D (x), +. Îm (X)) dfr (x) 


ou 
m 


dp (f(x), + fm = D Ge En +. fm) din, (0) 


R=1 


OÙ {x — fn (x). 

Donc la différentielle de la fonction ® (£,, ..., {m) est de la 
forme (19) ou (20) que les variables #,, ..., t, soient indépendantes 
ou non. 

Cette propriété s'appelle propriété d'invariance de la forme de la 
différentielle première. 


Exemples. 1. La fonction linéaire 


ft)=au +... +a,rn = (a, x) 
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a — {a;, ..., a,} est un vecteur constant) est dérivable dans E, 
en vertu du théorème 11.15). On a 
Vif = {a,...,a,} = a, 
df(x) = a dr +... +a,dx, = (a, dx), 


dx — {dz,, ..:., dr, }. 
2. Pour la fonction 
JŒ&y=À+Y 
dérivable sur le plan (x, y)ona 


VI (x, y) 7 {2x, 2y}, 
df (x, y) = 2x dr + 2y dy. 


$ 9. Dérivées et différentielles 
d’ordre quelconque 


Définition. On dit qu’une fonction f (x) = f (x, ..., x,) défi- 
nie sur un ensemble ouvert À € E, . deux fois dérivable en un point 


a € X si chaque dérivée partielle 2 (x) (i = 1, ..., n) est défi- 


nie dans un voisinage de a et dérivable en a. 
Ceci exprime en vertu du _— 11.13 qu'au point a existent 


les dérivées partielles — L) (a) qui sont appelées dérivées 


6°f 

(On ” 
Si la fonction f (x) est deux fois dérivable en chaque point de 

l’ensemble X, on dit que f (x) est deux fois dérivable sur X. 


#? e e e # # e æ 0 A 
Remarque. La dérivabilité des dérivées 2 n'entraîne pas leur 
ë 


Ce (5 
Oz \ Ox; 
partielles secondes et notées TT (a). Si i—j, on écrit ——— 


continuité (théorème 11.14). Donc (en vertu du théorème 11.15 
toute fonction deux fois dérivable en a est dérivable en a. 


Théorème 11.18. Si une fonction f (x) est deux fois dérivable en un 
point a, alors 


rs )= x @): i, j=1, ...,2, 
autrement dit les dérivées secondes ne dépendent pas de l’ordre de déri- 
vation. 

Démonstration. Nous l’effectuerons pour nr = 2 (le cas 
général étant identique). 
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Considérons la fonction 
D (h) _ (tot h, Yot-h)—f(zoth, Yo) — f (ro oh) + f (zo, Yo) _ 
h° 


4 (Zo+ h)— (ro) 
h Ÿ 


, h)— , 
px) = 2e dot #) JU go), a—{x,, y}. 


La fonction œ (x) est visiblement dérivable. Donc, d'après la for- 
mule des accroissements finis de Lagrange, 


D(h)= LEE RE) Ep (0 + Oh) = 
= + (f (Zo+ Oh, Yo+h)—fx(ro+ 01h, ÿo)) = 
= (fi (rot ik, Vo+ h)— fe (ro Vo) — 
— + (fi (ot 8h, vo)—f: (Go vo), 0 <B<1. (1) 


La fonction f (x, y) étant deux fois dérivable en {xo, Yo}, Ses déri- 
vées f. et f, sont dérivables en ce point. Donc 


fx (Go + Oh, Yo + h) — fx (To, Yo) = 
= frx (Los Yo) 01h + fix (Los Yo) À + 0 (h), 
fx (Go + Ouh, Yo) — fx (Los Yo) = xx (Los Yo) 01h + 0 (h). 
En portant ces égalités dans (1), on obtient 
D (h) = fyx (Los Yo) + 0 (h)/h. (2) 
De façon analogue, en mettant ® (k) sous la forme 


® (h) — Yo) 4 we) , 


où 
hk, y)— e 
Ÿ (y) — 1 CLR y) 9) . 
on obtient 
D (h) —— y (os Yo) + 0 (R)/h. () 
De (2) et (3) il résulte que 


” h > h) 
fux (Zo» Yo) + + — y (Zo: Yo) +22 . 
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En faisant tendre À vers O dans la dernière relation, on trouve 


lux (Zos Yo) — {sv (To: Yo): 
C.Q.F.D. 


Théorème 11.19. Soit f (x) une fonction définie et possédant dans 
2 
un voisinage d'un point a des dérivées partielles secondes RE, “Lol 
i 
— 1, ..., n. Si ces dérivées partielles sont continues en a, la fonction 
f (x) est deux fois dérivable en a. 
Démonstration. D'après le théorème 11.15, la continui- 
té des dérivées secondes en a entraine la dérivabilité des dérivées 


2 Of . : à Dés ne 
premières =, À — 1, ..., n, en a. Ce qui exprime par définition 
que la fonction f (x) est deux fois dérivable en a. C.Q.F.D. 


Définition. Une fonction f (x) = f (x1, ..., x,) définie sur un 
ensemble ouvert À £Æ, est dite m fois dérivable en un point a 
si chaque dérivée partielle 


om-1f 
Oz; 0x; ... OX 


, 1ISi<Rn, 1<kKm—A, 


est définie dans un voisinage de a et dérivable en a. 
Il est aisé de voir que si la fonction f (x) est m fois dérivable en 
a, elle le sera 4 (4 m) fois. De plus existent les dérivées partielles 
d'ordre m 
om f 
Pen, OT; se 0 


On a des théorèmes identiques aux théorèmes 11.18 et 11.19. 


Théorème 11.20. Si f (x) est m fois dérivable en a, ses dérivées par- 
tielles d'ordre m en a ne dépendent pas de l’ordre de dérivation. 


Théorème 11.21. Soit f (x) une fonction définie et possédant des 
dérivées partielles 


om f 


ÔZx : ox ... OZ: 
ti î, LEA 


, 1ISEn, 1<k<m (4) 


dans un voisinage d'un point a. Si les dérivées partielles (4) sont conti- 
nues en a, la fonction f (x) est m fois dérivable en a. 
_ Ces théorèmes se prouvent comme les théorèmes 11.18 et 11.19. 
* Soit u—}(z,...,2n) une fonction m fois dérivable en un 
point xEE,. 


19—01289 
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Définition. Le polynôme homogène (de degré m) 


n 
omf 
D Om. de, 
i =! 1 ‘m 


des variables dzr,, ..., dr, s'appelle différentielle d'ordre m de la 
fonction f (x) au point x et se note du ou dMf. 

Il est parfois commode d’écrire du (x) ou d"f (x). 

Ainsi 


d'u = d"f — D "1% — (x) dr, ... dzi,,. (5) 


Exemples. 1. Pour m—1 

ñn 

dif—, ns dri est la différentielle première. 

1u= 1 

2. Pour m—2 
n 2 
df= À} TT dr; dr;. 
i, j=1 
En particulier, si f (x, y) est une fonction de deux variables, alors 


9? à 0° 02 >» 
dj= TT dr+2 À L dx dy + = dy?. 


Remarque. Toute fonction u= f (x, y) de deux variables est jus- 
ticiable de la formule suivante (que l’on démontre sans peine par 
récurrence) : 


du df= D, TT dom du, 


M 9rM=kh Gyh 
a ox 0y 


où ch = Em ER sont les coefficients binomiaux. 
En posant f(x) = z;(i = 1, ..., n) dans la formule (5), on 
obtient 
Pr = Pr =...—=d"z = 0, 
0°z; 
0x} 0Th 
d'ordre m>2 de variables indépendantes sont nulles. 


—0. On admettra donc que les différentielles 


puisque 
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Les propriétés suivantes découlent directement de la définition 
de la différentielle d'ordre m: 
d" (cf) = cd"f (c = const), 
d''F+8g) = di + d'g, 
où f (x) et g (x) sont des fonctions m fois dérivables. 
De même que les différentielles des fonctions d’une variable 
($ 11, chap. 5), il est commode de calculer les différentielles de fonc- 
tions de nr variables z,, ..., zx, de proche en proche à l’aide de la 
formule d"f = d (d"-\f) (m> 1) en utilisant les règles suivantes: 
1) d(u + v) = du + dv, 
2) d (uv) = udv + vdu, 
3) d(dr;) = 0(i—=1,...,n), 
où z et v sont des « expressions arithmétiques » (c'est-à-dire des ex- 
pressions obtenues par addition, multiplication ou différentiation 
d'un nombre fini de fonctions de nr variables x,, ..., x). 


Exemples. Pour la fonction u = f (x + y*),on a 
du = f (+ y?) d'(& + y?) = 2f (z°+ y?) (x dr + y dy), 
Œu = 4f" (2° + y°) (x dr + y dy)* + 2f° (2° + y?) (dx° + dy), 
Œu = 8f" (x + y°) (x dr + y dy} + 
+ 87” (2° + y) (x dx + y dy) (dr° + dy*) + 
+ 4" (© + y°) (x dr + y dy) (dx° + dy*) = 
= 87" (° + y?) (x de + y dy} + 12" (2° + y°) (x de + 
+ y dy) (dx° + dy°). 


$ 6. Formule de Taylor pour fonctions 
de plusieurs variables 


Soit f (x) = f (x, .- .., z,) une fonction m + 1 fois dérivable 


dans un voisinage O, (a) d’un point a = {a;,, ..., a,} € Eà. 
La fonction 


u(t)=f{(a +t(x— a)) 


est alors définie pour tout point x = {x,, ..., z,} € O, (a) et 
[{ | & 1. Il est évident que la fonction w ({) est m + 1 fois dériva- 
ble sur l'intervalle [—1, 1]. Ecrivons la formule de Taylor de w (t): 


| (m) 
u(t)=u(0 + 0r+EQer. TO mr, 


{ 
1 a ï 
Rn= et | (m4) (x) (t— Tr)" dr. 
0 
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Pour t — À en particulier, on a 
f)=u(t)=f(a)+ Qt Es. HER, 
FF (1) 
Rn= er | gemer U(a+T(x—a))) (1— 7)" dr. 
U 


Calculons les dérivées de la fonction uw (t) en appliquant le théorè- 
me 11.16 de dérivation d'une fonction composée 


ñ 


u'(t= D FL (a+t(x—a) (H—05), 
i=1 
u"(t)= » os +t(x—a))(;—ai) (x; —a;), 


i, j=1 


ut") (t) = >, 


PORT iin=1 


Fe, @H(R—a) (Zi, —ai,).. (ti, —ai,,). 


En posant { = 0 et en portant dans (1) les valeurs ainsi trouvées des 
dérivées, on obtient la formule suivante: 


1x)=1(@)++ F3 & LU) (m0) + 


TE (a) (ti — a) (x; —a;) + . 


1 . omf 
char 2 a (ia)... 


dessotiel 1 m 
... (ti, —@i,)+Rn(x, a), (2) 
où 


Rm (x, 8) = (El mer (flat (x—a)))({—r)" dr. (3) 


0 


Cette formule s'appelle formule de Taylor d'une fonction de n va- 
riables avec un reste de forme intégrale. 
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Remarque. Si l'on pose dx; —z; — a;, on peut mettre la formule 
(2) sous la forme 


f(x) = (a) +47 df (a) +37 fa) +. +54" (+R (x, a). 


Si l’on fait le changement t = |x—a|t(x=a) dans l’inté- 
grale de la formule (3) et que l’on applique le théorème généralisé 
de la moyenne, on obtient le reste sous la forme de Lagrange: 


| X—a [m+1 dm+i 


X — 
Rn (x, a) = (m+TI dim? î (a+: [x—a ) |. ’ 
0<O<|x—a|. 
, ou ; om+1f . è 
Si les dérivées partielles 5. sont continues au point 
in mat 


a, la formule de Taylor (2) peut être représentée avec un reste 
sous la forme de Peano: 


f(x) = f (a) +tr2% FE (a) (ea) + 


i 


7 à = T (a) (Zi — ai) (zj—a;) + …. 


{ gm+if 

D TmEni > ôx; ... Oz; (a) (Zi, —ai,) ie 
Loc Îme1T 

)+o(Ix—al"*t). 


° ina — din 


$ 7. Extrémum local de fonctions 
de plusieurs variables 


Soit f(x) —f (x, -.., z,) une fonction définie sur un ensemble 
ouvert ÂCE;, 


Définition. On dit que la fonction f (x) présente un maximum 
(resp. un minimum) local en un point a € X s’il existe un voisinage 
O4 (a) X de a tel que 


f (x)<f(a) (resp. f (x) > f (a)) 


pour tout x € Os (a). 
Si la fonction f (x) présente en a un maximum local ou un mini- 
mum local, on dit qu'elle admet un extrémum local en a. 
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Théorème 11.22. (Conditions nécessaires d’extrémum.) Si une 
fonction f (x) est dérivable en un point a et y présente un extrémum lo- 
cal, alors 


7 —— (a) —=0 : DS ee | _ (a) = (1) 
Les conditions (1) peuvent être mises sous la forme 


df (a) = 0, 
ou 
grad f (a) = 0  (Vf (a) = 0). 


Démonstration. Pour tout vecteur unité 1, la fonction 
f (a + t1) est définie pour # assez petit, dérivable pour { = 0 et pré- 
sente un extrémum local pour { = 0. D’après le théorème de Fer- 
mat 5.6, 


La = (a+). =0 


D'où les égalités (1), puisque le vecteur 1 est arbitrairement choisi. 
C.Q.F.D. 


Remarque. Les conditions (1) sont des conditions nécessaires mais 
pas suffisantes d'existence d'un extrémum local de la fonction 
{ (x). En effet, considérons |’ 


Exemple. La fonction f(x, y)=zx?—y? est dérivable en {0, 0} 


et de plus f(0, 0)=0, À — (0, 0)=- 2 7 (0, 0) =0. Et pourtant elle 


ne présente pas d’ ee ei on {0, 0}, puisqu'elle prend 
des valeurs aussi bien positives que négatives dans tout voisinage 


O,({0, 0}) de {0, 0}. 


Définition. On dit qu’un point a est un point stationnaire d’une 
fonction f (x) si les conditions (1) y sont satisfaites. 

D'après ce qui précède, tout point d’extrémum local de f (x) 
est un point stationnaire; la réciproque est généralement fausse. 


Théorème 11.23. (Condition suffisante d’extrémum.) Soit f (x) 
une fonction deux fois dérivable dans un voisinage d'un point stationnai- 
re a. Si la différentielle seconde 


def (a)= È ET (0) du ds, 


$ 7] EXTRÉMUM LOCAL DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 295 


est une forme quadratique définie positive (resp. négative) *), la fonc- 
tion f (x) présente un minimum (resp. un maximum) local en a. 
Si la différentielle seconde est une forme quadratique semi-définie **), 
la fonction f (x) ne présente pas d'extrémum local en a. 
Démonstration. E point a étant un point stationnaire 


de la fonction f(x), on de (a) = 0 et la formule de Taylor 
(pour m—1) de la a f (x) s'écrit : 


F4 D (0) (era) (57 —a) +0 (1x —al?). 


4, j=1 


Posons =» 142, ...,l}(11] = 1), o(Ix—a |?) — 


—@(x, a)|x—al®, où œ(x, a) est un infiniment petit lorsque 
x—>a. Alors 


f(x)=f (8) + (+ ; Er ( hl+a(x, a))Ix—al. (2) 


1, ji 


Supposons que la différentielle seconde est une forme quadratique 
définie positive. Dans ce cas 


En effet, sur la nu: unité ra qui est un ensemble fermé 


borné, la fonction g (1) — > Er ———— (a) lil, atteint sa borne infé- 


rieure m en vertu du héRme de Weierstrass, autrement dit il exis- 
te un vecteur unité 1( tel que g (9) = m. De la définition positive 


de la forme quadratique g (l) et de l'inégalité 10 -£ 0 il s'ensuit 
que m —= g (1) >> 0. 


ñn 


*) Une forme quadratique > aijll; est dite définie positive (resp. néga- 
4, ji 
tive) si, pour tout vecteur 1 — {,, ss rSÆ:0, 


n n 
>, ajlils > 0 (resp. > all; < o) : 
, jemi îi, j=i 
ñn 
**) Une forme quadratique » ajhils est semi-définie si elle prend des 


1, ji 
Valeurs aussi bien strictement positives que strictement négatives. 
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Puisque lim « (x, a) = 0, il existe un 6 > 0 tel que 


X—a 
| & (x, a) | << m/2 (3) 
pour xE O; (a). 
De l'égalité (2) il découle en vertu de (3) 


f(D>1(@)+(5-<) 1x—al=j (a) 


pour x € O, (a), ce qui exprime que la fonction f (x) présente un mi- 
nimum local en a. 

Si la différentielle seconde est une forme quadratique définie né- 
gative, la différentielle seconde de la fonction g (x) = — f (x) sera 
une forme quadratique définie positive (au point stationnaire a). 
D'après ce qui vient d’être démontré, la fonction g (x) présente un 
minimum Jocal en a, donc la fonction f (x) y présentera un maximum 
local. 

Supposons que la différentielle seconde est une forme quadratique 
semi-définie. Il existe alors des vecteurs unités 1 — {L,, ..., l;} 
et 1” = {l;,..., l:} tels que 

LL n2$ n 92 
Oo 29 . CE LC 
| 2 LT oz, (a) ilÿ < 0, 2 LT (a) l15> 0. 
1, 2= 1, 2— 


11 est évident que 


Hf(a+#)] =0 fiat) ,=0, 


t=0 


ñn 
d° , 7 0°f CD 
ae ta+u)| ee D ge (9H <0 
J2— 


d? à of 54 
ita+#)|,.= | 2 Sos @) > 0. 
Âi, j= 


D'après le théorème 7.7, il existe un 6 > 0 tel que, pour 0 < 


< lt] <6, 
f(a+d')<f(a), f(a +1”) > f (a). 


La fonction f (x) ne présente donc pas d'extrémum local en a. 
C.Q.F.D. 


Remarque. Le problème du signe d’une forme quadratique (de la 
différentielle seconde) se résout à l’aide du fhéorème de Sylvestre *) 
que nous citerons sans le prouver. 


__*) Pour établir la semi-définition d'une forme quadratique, il existe un 
autre procédé qui consiste à la ramener à une somme de carrés par des transfor- 
mations linéaires homogènes. Cf. par exemple: A. Kurosh. Algèbre générale. 
Dunod, 1967. 
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Pour qu'une forme quadratique 


ñn 


> dijlil; (a;;j=a;;) (4) 


» J= 


soit définie positive, il est nécessaire et suffisant que tous les mineurs 
principaux de la matrice 


ii is ++ in 


21 22 +... on 


Ans Ans :-+ Ann 
soient strictement positifs, c'est-à-dire que soient réalisées les inégalités 


dyy Ayo - + + in 
Ajy y2 33 


> 0, Go: Us oz > 0, ...) 
Agy Ugo ss 


€: € los € a 
0 21 “22 -c.. “on 
ai > ’ 


> 0. 


21 oo 
Zn: An2 e + e Ann 


Pour que la forme quadratique (4) soit définie négative, il est 
nécessaire et suffisant que 


Œiyy yo Gi 
> 0, dy rs 2310, ... 
Ag Ugo Us 


di yo 
ay 0, 


der A2 


dyy is -.. Ain 


.,(—1) Zoy 22 - +. on ss 0. 


Ant An2 -- + Ann 

En particulier, pour r — 2, la forme quadratique 

fi, le) = ul + 2aislile + Gpols (0) 
sera définie positive si 

Ai >0, Ayase — a, > 0, 
et définie négative si 

au SO, yes — dia > 0. 
Montrons que Si &Gi34os — 45, < 0, la forme quadratique (5) est se- 
mi-définie. 
En effet, si a, “0, on a 


1 : 
{ (li, L,) To. ((@iils + Giole)* + (11022 — 02) le). 
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Il est clair que f (,, L.) et a,, sont de même signe pour l, 0, 
1, = 0 et de signes contraires pour L, — — 5 le l, 0, c'est-à-dire 


que la forme quadratique (5) est semi-définie. 
On démontre de même que la forme (5) est semi-définie si a, # 
0 

Si dy = Goo = 0, alors a, 5 O0 (aa, — ai, < 0) et la forme 
quadratique f (l,, +) = 2a;olila est visiblement semi-définie. 
C.Q.F.D. 


Cette remarque nous permet d'énoncer le théorème 11.23 pour 
n = 2 sous la forme suivante: 


Théorème 11.24. Soit f (x, y) une fonction deux fois dérivable au 
voisinage d'un point stationnaire {xo, Yo}. Si 


Îe (2, Yo) > 0, 
xx (Zos Yo) uv (Zos Yo) is (Fzy (Zo: Yo))? > 0 
(resp. 2x (Lo, Yo) 0, fxx (Lo, Yo) fuv (Æos Yo) — Gzy (Zos Yo))? >> 0), 


alors la fonction f (x, y) présente un minimum (resp. maximum) local 
en Ke Yo}- 
i 


fxz (Co Yo) fu (Los Yo) — Oxy (Los Yo) € 0, 
la fonction f(x, y) ne présente pas d'ertrémum local en {xos Yo}- 
Exemple. Considérons la fonction 
f (y) = À + y? — 3xy. 


Les points stationnaires de cette fonction sont définis par les équa- 
tions 


fa = 32° — 3y — 0, f, = 3y° — 37 = 0. 


La résolution de ce système d'équations nous donne deux points sta- 
tionnaires: {x,, y} — {0,0} et {r., y.} — {1,1}. 
Calculons les dérivées secondes 


fax = O2, fyy = 6Y, fry = —3. 
Au point {0, 0} 
fix (0, 0) fr (0, 0)—(fzy (0, 0))?= —9<O, 
et au point {1,1} 
fx (1, 1)=6>0, fex(1, 1) foy (As 1) —(fay Us 1))2=27> 0. 


D’ après le théorème 11.24, la fonction 1, y) ne possède pas 
d'extrémum local en {0, 0} et présente un minimum local en {1, 1}. 
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Remarque. Arrêtons-nous succinctement sur une méthode de cal- 
cul approché du minimum local d’une fonction de plusieurs varia- 
bles, souvent utilisée dans les calculs pratiques et sur ordinateur. 

Soit f (x) une fonction présentant un minimum local en a et dé- 
rivable dans un voisinage O0, (a) de a. Supposons que le gradient 
Vf (x) est continu et non nul (pour x a) dans ce voisinage. Choisis- 
sons un point x EO, (a) et posons 


x) — x0 — h,yf (x), 
où k, > 0 esttel que 
Ï (x) << j (x). 


Le nombre h, existe toujours, puisque, d’après la formule de Tay- 
lor, 


f (69) — f (x 0) = 
= DL (u0) (249 — 240) +0 (xt x 001) = 
i—1 


= (VS (x), x —x0) +o(k IV (x)1) = 
= —h|Vf (&) + ko (VF (x) = 
= —h]Vf(x0)1+ 0 (IV (x9)1) <0 


pour À, assez petit. 
De façon analogue, construisons la suite 


x) = xË-D — h,Vf (xË-D), k = 1,2, ..., (6) 
où h1 >> 0 est choisi tel que 
f (x) < f (XD). 


Il est souvent possible de choisir la suite {h,} telle que {xt*)} —+ 
— a. Ceci permet de calculer approximativement le minimum local 
de la fonction f (x) en a. 

Cette méthode s'appelle méthode du gradient, car chaque point 
x) se déduit du point x*-! par un déplacement dans le sens contrai- 
re au gradient VYf (xt*-1)). 


CHAPITRE 12 


FONCTIONS VECTORIELLES 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 
INTÉGRALES CURVILIGNES 


S 1. Fonctions vectorielles 
de plusieurs variables 


On étudiera des fonctions y — f (x) définies sur un sous-en- 
semble X d’un espace euclidien à nr dimensions Æ, et à valeurs dans 
un sous-ensemble d’un espace euclidien à m dimensions E,. 


Ainsi, pour chaque vecteur fixe x = {x,, ..., x,}E X, la 
fonction 
(x) = {f1 (x), +. fm (x)} (1) 
est un vecteur de l’espace £E,,. De ps fonctions sont dites fonctions 
vectorielles de n variables x;,, . .., 
De (1) découle que la fonction cdi y = f (x) est définie 
par m fonctions (scalaires) numériques y; = f; (x) (= 1; ., M). 


Si m = n, on peut admettre que les espaces E, et £. sont con- 
fondus. Donc, pour m = n la fonction y = f (x) peut être traitée 
soit comme une application de l'ensemble À € £, dans £,, soit 
comme un champ de vecteurs sur X. 

Soit a — {a,, ..., a,} un point d’accumulation de X. 


Définition. On dit qu'un vecteur b — {b,, . .., b,} € E, est la 
limile de la fonction vectorielle f (x) lorsque x — a si pour tout 
e > 0 il existe un nombre & = 6 (e) >> 0 tel que pour tout x € X 
satisfaisant les conditions 


O<|x—al|<ô te) 
l’on ait 
|f (x) —b|<e. 
Si ces conditions sont remplies, on écrit 


lim f (x) =b. 


x—a 


Les inégalités [f; (x) —b| SV (fi (x) —bP +... + (fn bn} = 
= |f(x) —b] impliquent que lim f(x) —b si et seulement si 
X—+a 


lim f;,(x) =0; 
x—a 


pour i=1, ...,m. 
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Définition. Soit a un point d'accumulation de X. a € X. On 
dit que la fonction vectorielle f (x) est continue en a si elle admet une 
limite lorsque x— a et 


lim f(x) = f (a). 


Si a est un point isolé de X, la fonction f (x) est considérée com- 
me continue en a. 

Il est évident que f (x) est continue en a si et seulement si les 
fonctions /; (x), i — 1, ..., m, le sont. 


Définition. On dit qu'une fonction vectorielle f (x) = {f, (x), 

. fm (X)} définie sur un ouvert X € £, est dérivable en a = 
= {a,...,a,}EX si chaque fonction f; (x) à = 1, ..., m, 
l'est. 

La dérivabilité de f; (x) en a implique que 


he) (a)= D SE (8) (5 — a) —0;(Ix—a1), 
j=1 
21; :...m, 


Les m égalités scalaires obtenues peuvent être mises sous la for- 
me d'une seule égalité vectorielle: 


LR (= D (9) (&—a)+o(ix—al), (2) 
J=1 
où 


(a) = {5 (0), 2m (a)}, (3) 
o(Ix—al) ={0, (Ix—a|), ...r Om (Ix—al)}. 


Les vecteurs (3) s'appellent dérivées partielles de f (x) en a. 


Définition. La fonction vectorielle », er (a) dx; qui est linéaire 
j=1 
par rapport aux variables dz;, ..., dr, s'appelle différentielle (ou 
différentielle première) de la fonction vectorielle f (x) en a et se note 
dy (a) ou df (a). 
On écrit aussi simplement dy ou df. 
Donc 


dy(e)= at(s)= D 7e (a) dzy. (4) 


j3=1 
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Remarques. 1. Les fonctions vectorielles k fois dérivables, leurs 
dérivées et leurs différentielles d'ordre k se définissent de façon na- 
turelle. 


2. Les formules (2) et (4) peuvent être respectivement mises sous 
la forme 


f(x) —f(a)=F(a)(xù—a)+o(lx—al), 


(5) 
df (a) = F (a) dx, 


où 


est une (m X n)-matrice, 
dx _— {az;, ET dr, }, 
et les vecteurs sont traités comme des matrices colonnes. 


Exemple. Soit f(x) = {fi (x), -.., fn(x)}, où  f1(x) = 


n 
= D, ayyzy, &y—=const, sont des fonctions homogènes linéaires. 
jui 


Alors df,= >, a;;dz; et, en vertu de la formule (5), 
j=1 


df (x) = Adx, 
où 
ii ie in 
A= dyy A2 Con 


mi m2 - - - Amn 


Traitons séparément le cas où m = n. Soit f (x) = {f, (x), . .. 
«+. fn (x)} une fonction vectorielle définie sur un ouvert À € E,. 
On traitera la fonction f (x) comme un champ de vecteurs sur ZX. 


Définition. Un champ de vecteurs f (x) est dit potentiel s'il existe 
fonction dérivable U (x) telle que 
oU ; 
Hi @=- @), 11,0; (6) 


pour xC À. 
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La fonction U (x) s'appelle potentiel du champ de vecteurs f (x). 
La fonction U (x) étant dérivable, il s'ensuit de (6) que 


ñn 


dU (x) = 2 fi (x) ds, 


i= 


f (x) = VU (x). 


Il est évident que si U (x) est un potentiel de f (x), il en sera de 
même de U (x) + C (C = const). 


Théorème 12.1. Si U, (x) et U, (x) sont des potentiels d'un champ 
de vecteurs f (x) défini sur un ouvert connexe X, alors U, (x) — 
— U, (x) = const. 

Démonstration. Puisque U, (x) et U, (x) sont des po- 
tentiels du champ de vecteurs f (x), il vient 


hD= RE, 1@=$ 0). 


OT; 
D'où 
0 
37 Ur (x) —Ui (x)) = 0. 
Le théorème 11.17 entraîne 


U, (x) — U, (x) = const. 
C.Q.F.D. 


Théorème 12.2. Pour qu'un champ de vecteurs f (x) dérivable et 
défini sur un ouvert X soit potentiel, il est nécessaire et suffisant que 
soient satisfaites les conditions suivantes: 


0f; 


ô 
sh (x) = OT; 


Ôz; 


(x), à, j=1,...,n, (7) 
pour x € X. 
Démonstration. En effet, soit U (x) un potentiel? de 
f (x). Alors 
fi: x =-T (x), i=1, ;..: 0, XCX: 
î Ôz; ? Die 


La dérivabilité du champ de vecteurs f (x) implique la double déri- 
vabilité du potentiel U (x) sur X. D’après le théorème 11.18, 


fr po _ OU __ &U __ fs 
OZ} (x)= Ôz; 2 = 0x 0x; (x)= Ôz; (x). 


C.Q.F.D. 
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Remarques. 1. Pour le champ de vecteurs f(x, y) —{P (x, y), Q (x, y)} 
sur le plan (7 = 2), les conditions (7) sont de la forme 


Pour le champ de vecteurs f(x, y,z)—{P{x,y,2), Q (x, y,z:), R(x,u,1)} 
dans l’espace (nr — 3), les conditions (7) s'écrivent 


ôP _ôQ 2Q OR OR _ ëP 
0y Or * 02 dy * dr  dz ° 


2. On démontre que les conditions (7) sont suffisantes pour qu'un 
champ de vecteurs soit potentiel sous certaines restrictions sur l’en- 
semble X (cf. théorème 14.25). 


$ 2. Intégrales curvilignes dans l’espace 
Soit L une courbe régulière, différentiable ($ 2, chap. 10) dans l’es- 
pace, d’'équation 
=r(), a<i<b, 


oùr— {zr,y,2}.r (1) = {p (1), p (6), x ()}. 
L'équation intrinsèque de la courbe L est 


r=r(t(s)) = {p ( (s)), p (E (s)), x (E ())} (<< 52), 
où t{ — t (s) est la fonction réciproque de 


t 
S=— | Jr (tldt, a<t<b 
lo 


a b 
(= | m'(dt, s= 1 (1 dt). 


Supposons que la fonction f (x, y, z) est continue sur L. 
Définition. L'intégrale curviligne de première espèce | f (x, y, z)ds 


L 
de la fonction f (x, y, z) le long de L se définit par l'égalité 


fa 


fre u, D as= | ft), ES), xE (Das (4) 
L 


Sous les conditions imposées à la fonction f (x, y, z) et à la courbe 
L, l'intégrale curviligne de première espèce | f (x, y, z) ds existe tou- 
L . 
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jours, puisque la fonction f (@(£ (s)), 5 (4 (s)), x (€ (s))) est continue, 
donc intégrable. : | 

En faisant le changement de variable f (s) = & dans l'intégrale 
du second membre de (1), on obtient la formule suivante pour calcu- 
ler l'intégrale curviligne de première espèce: 


| f(x, y, 2) ds=— 
L 


a 


= [56 0), 6G, 20) VO OP + OP + OP dt. 


Remarque. Lorsque f (x, y, z) > 0, l’intégrale curviligne de pre- 
mière espèce admet l'interprétation physique suivante: si f (x, y, 2) 
est traitée comme la densité linéique de la courbe ZL, l'intégrale 


| f (x, y, z) ds est la masse de L. 


Introduisons la notion de courbe orientée. 

Si le point courant t se déplace sur le segment [a, b] de a vers b, 
le point r (t) se déplace sur la courbe ZL du point r (a) vers le point 
r (b). Vice versa, si { se déplace de b vers a. Il existe donc deux orien- 
tations sur la courbe L, l'une définie par les £ croissants, l’autre, par 
les { décroissants. 


Définition. On appelle courbe orientée une courbe sur laquelle on a 
choisi l’une des deux orientations possibles. 

Si L est une courbe orientée, on désignera par L- la courbe L 
orientée dans le sens inverse. 


Soit u (x, y. z) = {P (x, y, z), Q (x, y, 2), R (x, y. z)} un champ 
de vecteurs continu sur une courbe régulière différentiable L. 


Définition. L'intégrale curviligne de seconde espèce 


\ Pdx+Qdy+R dz 


du champ de vecteurs u (x, y, z) le long de la courbe ZL orientée par 
les £ croissants est définie par l'égalité 


es Sn 
b 


= (PEU), DE, 2H)? (+0 (PE, +, 20) (+ 


a 


+R(p(t), D), x) x () dt. (2) 


20—01289 
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Si ZL est orientée par les { décroissants, alors 


D'ARRER ne LANCE 


L'intégrale curviligne de seconde espèce existe toujours sous les 
conditions imposées au champ de vecteurs u(x,y,z) et à la 
courbe L. 


Remarques. 1. La formule (2) peut être mise sous la forme 
b 
\ (u, dr) = { cu (r(t)), r'(t)) dt, 


où dr — {dr, dy, dz}. 
Soit t(t) — sit 


TT vecteur unité tangent à la courbe Z. 
Alors 


b b 
Ju, an) = [Cu (6), +), Ir Gi dt = À (u(r (0), + (0) 45. 
L a a 


2. Si la courbe L est traitée comme la trajectoire d'un point maté- 
riel et le vecteur u (x, y, z), comme la force agissant sur ce point, 
l'intégrale curviligne de seconde espèce représente le travail de la for- 
ce u (x. y, z) le long de la trajectoire L. 


Théorème 12.3. Soit donné un champ de vecteurs potentiel 
u (x, y, z) sur un ensemble ouvert connexe GS E, et soit U (x, y, 2) 
son potentiel. Si L est une courbe régulière différentiable, contenue dans 
G et reliant des points {x, y: Z1} et {Xe, Ye, z2} (on admet que la 
courbe Z est orientée de {zx,, y1. z} vers {zx., y, z,}), alors 


FRERES, Yo, 2) — Ua, Ya 24). 


autrement dit l'intégrale curviligne de seconde espèce ne dépend pas du 
chemin suivi pour aller de {x,,y,, 2} en {z2, Yo, 2e}. 

Démonstration. Soit r — { (t}),4# (£), x (t)} (a<ti< 
<b, {p(a), ba), x (a)} = {mn y 2}, {e ©), + 6), x 6)} = 
= {z,, Yo, Z+} ) l'équation de la courbe L. Puisque U (x. y, z) est 
le potentiel du champ de vecteurs u (x, y, z), on a 
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La formule (2) nous donne 


LPO d= | (Sp, (6), x 0)? (+ 


au 


+ (y, DC, 26) V'(+ TE (o(, UE), 2 (0) x ()) dt = 
b 
= Î + (U (p (&), D(E), x (6) dt =U(p(b), p(b), x (b))— 
—Ù (œ (a), Ÿ (a), X (a)) =U (&, Yo 22) —U (x:, Yi 21). 
C.Q.F.D. 


Remarque. Les intégrales curvilignes de première et de seconde espe- 
ce peuvent être définies aussi pour les courbes régulières différentia- 
bles par morceaux. 

Soit T — ft, t1, . . ., t,} une subdivision de [a, b] telle que cha- 
que arc L; de courbe Z compris entre les points r (£;) et r (t;:+:1), 
i = 0, 1...., nr —1Â, est une courbe régulière différentiable. On 
pose alors par définition 


ni 
ffta, y, 2 ds= 3 (f(x, y, s)ds, 
L i=0 L; 

ni 


\ Pdr+Qdy+Rd= Ÿ | P dx+Q dy+ R di. 


i=0 L; 


20* 


CHAPITRE 13 


FONCTIONS IMPLICITES. 
EXTRÉMUM LIÉ 


$ 1. Théorèmes fondamentaux 
sur les fonctions implicites 
1. Considérons dans l'espace Æ, le cylindre 
GX (a, b] = {{x,y,z}E Ex {x, y} EG, a 2< b}, 
où G est un sous-ensemble du plan E, (fig. 34). 


Soit F (x, y, z) une fonction définie sur le cylindre G X [a, bl. 
Considérons l'équation 


de F(z, y, 2) = 0. (1) 
8 S'il existe une fonction z = f (x, y) dé- 
à finie sur G et telle que 
4 F (x, y, f (@&, y)) =0 
pour {z,y} EG, on dit que z=f(x,y) est 
Fig. 34. une fonction implicite définie par l'équation (1). 


Il se pose les questions suivantes: 
1) Existe-t-il une fonction implicite définie par l'équation (1)? 
2) Si cette fonction existe, sera-t-elle unique ? 
3) Quelles sont les propriétés de la fonction implicite z = 
=f (x, y)? Est-elle continue, différentiable, etc. ? 


Exemple. L'équation 
a +y +z = R (R>0) 
définit une infinité de fonctions implicites définies pour 2 + y << 
< R*. En effet, la formule 
2= + V R?—z1?—y° 

dans laquelle le signe est arbitrairement choisi pour chaque 
point {x, y}, définit une fonction implicite. 

Les fonctions z—V R2—z12—y et z— —V R2—z2—y2 sont 
continues pour z2+y2<R? et dérivables pour 2? + y? < R?. 

Théorème 13.1. Soit F (x, y, z) une fonction définie sur le cylindre 
G X [a, b] et continue par rapport à z (pour x et y fixes). Si 

F(&,y,a)F (x, y, b)< 0 (2) 
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pour {z, y} EG, il existe au moins une fonction implicite z — 
— f (x, y) définie par l'équation (1) sur l’ensemble G. 
Démonstration. Soit {r,y} un point quelconque de G. 
La fonction h (z) = F (x, y, z) (à zx et y fixes) est continue sur 
[a, b] par hypothèse. D'après le théorème 4.11 elle prend toute valeur 
intermédiaire entre F (x, y, a) et F (x, y, b). En particulier, d’après 
la condition (2), la fonction À (z) = F (x, y, z) prend la valeur zéro, 


c'est-à-dire qu'il existe au moins un point zEla, b] tel que 


F(z, y, 2) — (0. Posons f (x, y) — z. Nous avons donc construit une 
fonction implicite z = f (x, y) définie sur l’ensemble G. C.Q.F.D. 


Théorème 13.2. Soit F (x, y, z) une fonction définie sur le cylin- 
dre G X [a, b] et strictement monotone par rapport à = pour x et y fi- 
res ({x, y} EG). Il ne peut exister plus d'une fonction implicite 
z = f(x, y) définie sur l'ensemble G. 

Démonstration. Supposons qu'il existe deux fonctions 
implicites distinctes z — f (x, y) et z — g (x, y) définies par l’équa- 
tion (1). Il existe alors un point {r,. yo} € G tel que f (x, Yo) = 
Æ 8 (Zo, Yo) et F (to Vos f (Lo: Yo)) — EF (Los Yos & (os Yo)) = 0. La 
dernière égalité est impossible, puisque la fonction F (x;. yo, 2) 
est strictement monotone par rapport à z et par suite 


F (Zos Yor (os Yo)) Æ F (os Yor £ (Lo: Yo))- 
Cette contradiction prouve le théorème. 


Corollaire. Supposons que la fonction F (x, y, z) est continue par 
rapport à z sur le cylindre G X la, blet 


Fr, y,a)F (x, y, b)<0 


pour {x, y} EG. Supposons par ailleurs que F (x, y, z) est dérivable 
par rapport à z sur le cylindre ouvert G X (Ja, b[) et que F: (x, y, z) 
garde son signe sur ce cylindre. L'équation (1) définit alors une seule 
fonction implicite sur l'ensemble G. 

Démonstration. D'après le théorème 13.1. il existe au 
moins une fonction implicite z — f (x, y) définie par l'équation (1). 
Puisque F: (x, y, z) garde son signe sur le cylindre ouvert G X 
X (la, bl), la fonction F (x, y, z) est strictement monotone par rapport 
à zsur [a, b]. D'après le théorème 13.2, l'équation (1) définit une seule 
fonction implicite z — f(x, y). C.Q.F.D. 


Théorème 13.3. Supposons que la fonction F (x, y, :) est continue 
sur le cylindre G X (a, b] et 


pour {x, y} € G. Supposons par ailleurs que F (x, y, z) est dérivable 
par rapport à z sur le cylindre ouvert G X ](a, bl) et de plus que 


310 FONCTIONS IMPLICITES. EXTRÉMUM LIÉ (CH. 13 


F: (zx, y,z)>z m>0. L'équation (1) définit alors une seule fonction 
implicite z = f (x, y) qui est continue sur G. 
Démonstration. L'existence et l'unicité de la fonction 


Ld 


implicite z = f (x, y) définie par l'équation (1) résultent du corollai- 
re du théorème 13.2. 

Pour prouver la continuité de la fonction z = f (x, y), considé- 
rons la différence 


F (x, y, 2) — F (to Yo Zo) — 
= (F (x, y; z) — F (x, y, Zo)) Æ (F (x, y; Zo) — F (Los Yo» Zo)) — 
= Fr (x, y, 6) ( — 20) + (F (@, y, 20) — F (os Yo, 2o)),  @) 
{x, y, 2}, {xo, Yo, Z0) EG X la, b], a KE < b. 


(On s’est servi de la formule des accroissements finis de Lagrange.) 
Posons = f(x, y), Zo = f (Los Yo). Alors F'(x, y, z) = 
= F(Xo, Yos Zo) = 0 et de la relation (3) il vient 


Fix, y, 20) —F(Zo Vos 
F2 0) —f (os 0) = — Ep Eee Her Fo) 


Puisque F, (x, y, È}> m > 0 par hypothèse, on a 
— LÆ (x, U) 20) — F (os Yo» zo)| cd 
O< f(x, y) —f(xo Y)| RE pt 
< LF (7, LES Den (Zo: Uos 20) . 


En faisant tendre {x, y} vers {xzo, y,} dans ces inégalités et en se ser- 
vant de la continuité de la fonction F (x, y, z), on obtient 
HG y)=f (0; Yo)- 
U*Yo 
Donc, la fonction implicite z = f (x, y) est continue en tout point 
{Zo. Yo} EG. C.Q.F.D. 


Théorème 13.4. Soit F (x, y, z) une fonction continue sur le cylin- 
dre G X la, b]l, où G est un ouvert et 


F (x, U; a) F (x, y; b) < 0. 
Si F (x, y, z) est dérivable sur le cylindre ouvert G X (la, bl) et 


F,(x, y,z)zm>0, alors l'équation (1) définit une seule fonction im- 
Plicite z = f (x, y) qui est dérivable sur G. De plus 


ôf. F,(z, uv, 2) of ___ Fyt y, 2) (4) 
dz  Fi(z, UE 2) : dy F: (x, ÿ, 2) ’ 


où z = f(x, y). 
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Démonstration L'existence et l'unicité de la fonction 
implicite z = f (x, y) définie par l'équation (1) résultent du théorè- 
me 13.3. De plus, la fonction z = f (x. y) est continue sur G. 

Puisque la fonction F (x, y, z) est dérivable sur le cylindre ouvert 
G X (Ja, bl), il vient 

F (x, y, 2) — F (Co; Yo; Zo) = 

= Fr (Go: Yor 20) AT + F9 (to, Vos Zo) AY + F2 (os Yo: 20) Az + 
+ «Az + BAy +yAz, () 
où æ&, B et y sont des infiniment petits lorsque Az, Ay, Az— 0. 


Posons z — / (x, y), Zo — Î (Zo; Yo) ({Zo: Yo} est un point quel- 
conque de G). Alors 


F(z,y,z)=0, F'(xto, Yo Zo) = (. (6) 
Les relations (5) et (6) nous donnent 


(F + a) Az + (F, + À) Ay + (F: + y) Az = 0. 


D'où 
| F,+a Fi +8 
Z, y)—f(xo Yo) = Az = — Az — di — A y. 7 
A y) f( 0 ÿo) F'+7 T Fi+7 y ( ) 


Puisque la fonction f(x, y) est continue, on a Az = f(x, y) — 
— f (Zo. Yo) — 0 lorsque Az, Ay +0. Donc æ —+ 0, B —+ 0, y —+ 0 
lorsque Ax, Ay —+ 0. 

D'après le théorème relatif à la limite du rapport de deux fonc- 
tions, 


_ Fi+a F: _ Fi+B F; 
im — =, 1m =. 
Ax—0 En nf Fi 8x—0 F: TT PF! 
By—0 &y—0 


(F; Go Yo Zo) Æ 0 par hypothèse.) 
Donc 
Fi+a F° F,Fb F? 


F+% Tps A Fey Tr hr (8) 


où &œ, —> 0, B, —+ 0 lorsque Az, Ay —+ 0. 
Les formules (7) et (8) entraînent 


F! 
f(x, y) —f (os Yo) = — E Az 1 Ay+o, Az +$; Ay. 
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La fonction z = f (x, y) est donc dérivable en un point arbitraire 
{Zo: Yo} € G et 


Fe(zos Yos Zo) ôf F,, (%os Yos Zo) 


Re ns (Lo, re 
F2 (Zo, Yos 20) dy (Zos Yo) F1 (Zos Yor 2) ? 


Ô 
1 (Zo, Yo) = — 


OÙ 29 = f (To, Yo). C.Q.F.D. 


Théorème 13.5. Soit F (x, y, z) une fonction dérivable dans un voi- 
sinage O, ({zo, Yo, Zo}) et nulle en {xo, Yo, 20}. Si la dérivée partielle 
F2 (x, y, z) est continue dans ce voisinage 
et non nulle en {zo, Yo: Zn}, il existe un 
cylindre ouvert (fig. 35) 


Os ({Zo: Yo}) X (1z —— Ë; 20 LE el) 
Œ O,({To: Yo: 20h); 


y 
CD Oxo Ye}) tel que l'équation (1) définit une seule 
Fig. 35 fonction implicite z = f (x, y) sur le voi- 
té sinage Os ({to, Yo}). Ceci étant, la fonc- 
tion z = f (x, y) est dérivable et ses dérivées se calculent à l'aide des 
formules (4). 

Ce théorème peut être énoncé de la manière suivante: 

Soit F(x,y,z) une fonction dérivable dans un voisinage 
O,({Zor Yo: Zo}) et nulle en {To, Yor Zo}. Supposons que la dérivée partielle 
F‘(z, y, z) est continue dans ce voisinage et non nulle en {xo, Yo, 2o}- 
Alors pour 8 > 0 et 0 assez petits et pour tout point {xr,y}€ 
€ Os ({To: Yo}), l'équation (1) admet une seule solution z = f (x, y) 
satisfaisant la condition 


[If (& y) — 20 | < e- 


Ceci étant, la fonction z = f (x, y) est dérivable et ses dérivées se calcu- 
lent à l'aide des formules (à). 

Démonstration. Supposons pour fixer les idées que 
F: (os Yos Zo) > 0. La fonction F:(x, y, z) étant continue dans le 
voisinage O,({xo, Yo, Zo}), il existe une boule fermée 


O,, ({Zos Yo» Zo}) = 
—={{z, y, z}CES,; Va — 20) + (y — yo) + (2— 20) ri}, Ti LT, 


telle que 
F;: (x, y,2)>0 
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pour {x, y, z} E O,. ({to, Yo, Zo}). D'après le théorème de Weier- 
strass, la fonction continue F; (x, y, z) atteint son minimum sur la 
boule O,, ({zo, Yo: Zo}). Donc 

min (2, y, z)=m>0. 


0, (Xe, Vos Z0)} 
Choisissons & et ô assez petits pour que le cylindre 


Os ({Zo: Yo}) X [20 — £; Zo 7 ele 0, ( {ro Yo- Zo}). 
Alors 
F, (x, y,z)>zm>0 


pour {z, y; z} € Os ({Zo: Yo}) * [Zo — €, Zo + el. 

La fonction h (z) = F (xs, Yo,, z) est strictement croissante sur 
l'intervalle [z, — €, z + el, puisque F:(x0, Yo.) > 0 pour 
Z0 — EL 220 + €. Donc 


F (Co; Yor Zo — €) < 0, F (To: Yo: Zo EU €) > 0. 


Les fonctions F (x, y, z — €) et F (x, y, z0 + e) étant continues, on 
peut choisir le nombre à assez petit pour que 


F (x, y, 20 — €) < 0, F (y, +Ee)>0 


lorsque {r, y} € Os({to, Yo})- 

D'après le théorème 13.4, l'équation (1) définit une seule fonc- 
tion implicite z — f (x, y) sur le voisinage O, ({x,. y,}). une fonc- 
tion qui est dérivable et dont les dérivées se calculent à l’aide des 
formules (4). C.Q.F.D. 


Remarque. Si, outre les conditions du théorème 13.5, on exige 
l'existence de la dérivée partielle continue F, (resp. F;) dans le voi- 
sinage O, ({Zo, Yor Zo}), la dérivée f; (resp. f,) sera aussi continue. 

Considérons le cas où la fonction implicite dépend d'un nombre 
arbitraire de variables indépendantes et est définie par l'équation 


Fr 55 7;5:u) =0 (9) 
ou 
FRE Ke ssh 


On admettra que la fonction F (x, y) est définie sur le cylindre 
GXla, bl—{{x, y}EEs, xeG  a<y<b}({x. y}) = 
= {21, ..., z,, y}), où G est un sous-ensemble de l'espace Æ,. 
S'il existe une fonction y = f (x) définie sur G et telle que 


F (x, f (x)) = 0 


sur G, on dit que y —f (x) est une fonction implicite définie par l’équa- 
tion (9) 
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Dans ce cas aussi nous avons des théorèmes identiques aux théo- 
rèmes 13.1 à 13.5 (nous glisserons sur leurs démonstrations). En par- 
ticulier, nous avons le 


Théorème 13.6. Supposons que F(x, y) est une fonction dérivable dans 
un voisinage O, ({a, b}) et que F (a, b) = 0. Supposons par ailleurs 
que la dérivée partielle F, (x, y) est continue dans ce voisinage et que 
F, (a, b) == 0. Pour les e - 0 et Ô >> 0 assez petits et pour tout point 
X € Os (a), l'équation (9) admet alors une seule solution y = f (x) 
satisfaisant la condition 


|f(æ) —b1<e. 


Ceci étant, la fonction y = f (x) est dérivable et ses dérivées se calculent 


à l’aide des formules 


Fi, (&, y) 
ar = — FU D 


LT: 500, (10) 


où y = f (x). 


Remarque. Si en plus des conditions du théorème 13.6 on exige 
l'existence de la dérivée partielle continue Fz, (x, y) dans le voisi- 


nage O, ({a, b}), la dérivée fx, sera continue aussi. 
2. Considérons le système d'équations 
Fi ses ils ses Van) = 0 JEAass om ‘AD 
En notations vectorielles, ce système s'écrit 


F; (x, y) = 0, 1= 1: 


OÙ X— Li, Ti): Vo {0,3 Un}: 


Théorème 13.7. Supposons que les fonctions F; (x, y), j 
..., M, Sont dérivables dans un voisinage O, ({a, b}) et F. L b) : = 
= 0,j=1,..., m. Supposons par ailleurs que les dérivées partiel- 


7 F'; ; | na 
Les . / (x, . j, k=—1Â,...,m, sont continues dans ce voisinage et que 


9F: 2er 

3, (8: b) ... (a, b) 

A D di cvs _| 9F; | , 
en a se " + | | dÿ8k (a, b) #0. (12) 
0Fm 0m 

dy] (a, b) 0Ym (a, b) 
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Pour les & > 0 et Ô >> 0 assez petits et pour tout point x E O, (a), 
le système d'équations (11) admet une seule solution y; = f; (x), j = 
= 1, ..., m, satisfaisant les conditions 


Lfs (x) — ble j—=1,..., m. 


Ceci étant, les fonctions y; = f; (x), j = 1, . .., m, sont dérivables. 

Démonstration. Raisonnons par récurrence. Le théorème 
a été prouvé pour m —= 1 (théorème 13.6). Supposons qu'il est vrai 
pour un système de m — 1 équations et montrons qu'il l’est pour le 
système de m équations (11). 

D'après la condition (12), l’un au moins des éléments de la der- 
nière ligne du déterminant est non nul. Sans restreindre la générali- 
té, on peut admettre que 

9Fm 
0Ym 


(a, b) #0. (13) 
D'après le théorème 13.6, pour les €, > 0 et 6, > 0 assez petits, 
l'équation 

Fm (&; Yu - +; Ym) = 0 
admet une seule solution 


Ym = £ (x, Yis - + Ym=1) 
définie dans le voisinage O4, ({a, b,, . .., bm_}) et satisfaisant la 
condition 
| £ (x, Yi Ym-1) nu Dm | < Er. (14) 


Ceci étant, la fonction g (x, y,, . . ., Ym-,) admet des dérivées par- 
tielles continues par rapport aux variables y,, . . ., Ym-1 (Cf. remar- 
que suivant le théorème 13.6) et 


0 0Fm | 9Fm 


ETES me 15 

y; Oyj | Oum (9) 
OÙ Ym = ZX; Yi, - -., Ym_1). En portant la fonction trouvée 
Ym = £ (X, Yus - - «+, Ym_1) dans les m — 1 premières équations du 


système (11), on obtient le système d'équations 


F, (x, Ur» . Um -1: £g (x, V1 ee. Ym -1)) — 
= D,(x, y, ..., Ym) =0 G—=1,...,m—1). (16) 


Les fonctions ®, (x, y:1, . .., YUm_1) sont visiblement définies dans 
un voisinage du point {a, b,, ..., bm_1}, sont dérivables dans ce 
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voisinage, possèdent des dérivées’ partielles continues Co : 


OYR 
j k — 1, Se m — À, et D; (a, b;, . …) bn) = (. 
Montrons que le déterminant 


00; 09; 

dy1 0Yym-1 

DD 1 Ur eee | 00; 

RS Pa OYR 
0On-1 0Dn1 


dy ee 0Ym-1 


est différent de zéro au point {a, b,, ..., bm-1}. 
En effet, on a en vertu de (15) et (1 6) 


00: _ 9Fi OF; Ôôg  0F; . OF; Fm / 0Fm (17) 
Oyy  Oyj | Oum ÔYj y Oÿm Ov | Oum ? 
où Ym — g (x; Yis Um-1)- Donc 
0F oF 0F 
L CRC 2 nl. 00: 00, 9F; 
Oyi 0Yym1 Um a 
NAS de ra dy OYm-1 Um 
0Fm 8Fm-1i Fm | — Des . us Dm _ 
Oy1  ‘‘" Oymi Um ÿ1 OYm-1 Um 
6Fm 0Fm_. Fm 0 ..… oO a 
dy, OYym-1i 0Ym Um 
ô®, 80; 
Oy1 dYm-1 2F 
I LEE (Yn = g (x, Vis es Ym-1)) (18) 
0Om-1 0m: me 
dyr 7 T Oym1 


Pour obtenir cette formule, il faut soustraire de la j-ième colonne du 
premier déterminant le produit de la dernière colonne par Fe Je 9Em 
et se servir des égalités SH Des relations (12), (13) et (18) il Lésulte 
que Je déterminant | F2 PR | 0 au point {a,b,, ..., bn}. 


Ce théorème est valable par hypothèse pour les systèmes de m — 1 
équations. Donc, pour les e >> 0 et à >> 0 assez petits et pour tout 
point x EC O4 (a), le système d’équations (16) admet une seule so- 
lution 


y = f; (x), i=1,...,m—i, 
satisfaisant les conditions 
| f5 (x) — bjl<e, j=1,...,m—I. 
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Par conséquent, pour tout x € Os (a), la solution 
y = f(x) G=1,..., m—1), 
Ym = £ (X fa (x), +, fm-1 (X)) = fm (X) 


sera la seule solution du système (11) à satisfaire les conditions (cf. 
inégalité (14)) 


[fs mm) —bjl<e j—=1,..., m—1, 
| fm (x) — Om | < ea, 


et, de plus, les fonctions y; = f; (x), j = 1, ..., m, seront dériva- 
bles. 
La fonction 


Îm (x) — (x, É (x), 3 Îm -1 (x)) 
étant continue, on peut choisir Ô assez petit pour que 
| fm (x) — bm | < € 


(19) 


dans O, (a). 
La formule (19) définit donc une seule solution du système (11) 
satisfaisant les conditions 
| fs (x) — b;1<e, j=1,..., m. 
C.Q.F.D. 


Corollaire. Si les hypothèses du théorème 13.7 sont remplies, les 


2, j=1, ...,m, des fonctions f, (x) par rap- 
port àä x, i—=1Â,...,n, sont solutions du système d'équations algé- 


briques linéaires 


de 0F; ôf 
D — OUR (x ? y) dr (x) = — 


RE 


dérivées partielles 


j=1, ...,m, (20) 


où y = f; (x). Ce système admet une seule solution dans un voisinage 
assez petit du point a. 

Démonstration. D’après le théorème 13.7, pour 
xCO;(a)ona 


Fr f(x), +. fm X)=0, j=1,...,m. 
En dérivant ces identités par rapport à z;, on obtient 


ll cm 


6 y) +2 


= 
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0/j 
sont solu- 
CET 


0F 
tions du système d'équations (20). Le déterminant [a de ce 


système qui est une fonction continue de x est différent de zéro 


dans un voisinage assez petit du point a, puisqu'’en vertu de (12) 
il est différent de zéro en a. Le système (20) admet donc une seule 
solution dans un voisinage assez petit du point a. C.Q.F.D. 


où y;—=f;(x), autrement dit les dérivées partielles 


Remarque. Si, en plus des conditions du théorème 13.7, on 
—. 9F; . : 
exige que les dérivées partielles _—… Il nid > -h, 


: _. suis. COL 
soient continues dans un voisinage ©, ({a, b}), les dérivées — 

& 
le seront aussi. 


$ 2. Applications dérivables et leurs jacobiens 


Soit y — f (x) une application d'un ouvert G de l’espace eucli- 
dien £, dans Æ£,. Par rapport aux composantes, cette application est 
donnée par les égalités 


Yi = Îi (x), 
où x = {r,, ..., Zn}, F (x) = {fi (x), - - , fn (x)}, Y = (y, . .. 
Ses Un: 
Si l’application y — f (x) est bijective, elle admet une applica- 


tion réciproque x = g (y), x; = g: (y), qui envoie l’ensemble j (G) 
(l'ensemble des valeurs de f) sur l’ensemble G. Ceci étant, 


x=g({f(x), xeG, y=f(Gg(y)), Ye (G), 
ou, par rapport aux coordonnées, 
Ti = $: Gi (x), +. În (x)), . 
vi = fi (ei (9), + En ON “HE 
Définition. On dit qu’une application y = f (x) est continüment 
dérivable sur un ouvert G si ses dérivées partielles T (x), j = 1,... 


.., n, Sont continues sur G. (Ce qui signifie que sont continues les 
dérivées partielles 2 (x), i,j = 1,..., nr.) La matrice 


n. (4) 


ôfà ôfi 
Ôx: " Zn ôf: 
PES RE 
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s'appelle matrice de Jacobi et son déterminant | 2 2 L], jacobien de 
l'application y = f (x). 


Théorème 13.8. Soit y = f (x) une application d'un ouvert G sur 
un ouvert f (G), bijective et continüment dérivable avec sa réciproque 
x = g (y). Les jacobiens de ces applications sont alors non nuls et l’on 
a les égalités 


gi OR A _ 
2 an 0), = Bin y (R), 
. (2) 
Ô fs) 
à _e (x) (y) = 5, x=£g(y), 
08; OfR | 
| Oyk 07; Er (3) 
À si i— }, 


où Ô,; = 0 si est le symbole de Kronecker. 
sinon 
Démonstration. Les égalités (2) s'obtiennent par une dé- 
rivation des identités (1) par rapport à x; et à y; respectivement (en 
se servant de la règle de dérivation d’une fonction composée). 
Pour prouver la relation (3) écrivons la première égalité (2) sous 


la forme matricielle 
(ae) | a }= (Go. 


L'égalité (3) résulte directement du fait que le déterminant du pro- 
duit de deux matrices est égal au produit des déterminants de ces 
matrices. L'égalité (3) implique la non-nullité des jacobiens des ap- 
plications y =f(x) et x = g (y). C.Q.F.D. 


Lemme. Si y — f (x) est une application continue d'un ouvert G, 
la contre-image f-!'(U) de tout ouvert UC f (G) est un ouvert. 

Démonstration. Soit a€f-!(U). Alors f(a)E U. La 
fonction f (x) étant continue en a, pour tout e >> 0 il existe un Ô > 
> 0 tel que |f(x) —f @ | << e quel que soit x € G satisfaisant 
la condition |x—a|<Ô 

Cette assertion peut être énoncée sous la forme suivante: pour 
tout & >> 0 il existe un 6 >> 0 tel que 


f (Os (a) N G)E ©, (Ë (a)), (&) 


autrement dit l’image de l'intersection du voisinage O, (a) et de 
l’ensemble G est contenue dans un e-voisinage du point f (a). 
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Choisissons e assez petit pour que 
O, E (a) = UV, (5) 


U est un ouvert. Trouvons un ô correspondant au & choisi. En vertu 
de (4) et de (5), 


f (Os (a) NG)E U. (6) 


L'ensemble G étant ouvert et a € G, on peut choisir Ô assez petit 
pour que O; (a) G. Alors O; (a) NA G — Os (a) et en vertu de 
(6) 


f (Os (a)) U. 
Os (a) 1 (U). 


Donc tout point a € f-! (U) est un point intérieur. Ce qui exprime 
que f-! (U) est un ouvert. C.Q.F.D. 


Théorème 13.9. Soit y = f (x) une application continûment dé- 
rivable d'un ouvert G, dont le jacobien | | Æ 0 sur G. L'ensemble 


f (G) est alors ouvert et pour tout point a € G il existe un voisinage 
O, (a) G sur lequel l'application y = f (x) est bijective, l'applica- 
tion réciproque x = g (y) étant continûment dérivable et son jacobien 
non nul. 

Démonstration. Soit b=f(a), a€G, un point quel- 
conque de l’ensemble f (G). D’après le théorème 13.7, pour 6, > 0 
et €, >> 0 assez petits et pour tout y € Os, (b), l'équation y = f (x) 
admet une solution x = g (y) et une seule satisfaisant les conditions 


Ia —-ml<e, i=1,...,n. 


Ceci étant, la fonction x = g (y) est continûment dérivable dans 
Os,(b) (cf. remarque suivant le théorème 13.7). 

D'où les propositions suivantes: 

1) Le voisinage O, (b)= f (G). Donc f (G) est un ouvert. 

2) L'application y —f(x) cst bijective sur l'ensemble U — 
= g (Os, (b)). 

3) Si l'on considère l'application y = f (x) sur l'ouvert G — 
= GfA{x; |x;: — a | Le,}, la contre-image 

ÊT (Os, (b)) = g (Os, (b)) 

est un ouvert en vertu du lemme. 

Puisque de toute évidence a € g (Os, (b)), il existe un voisina- 
ge O, (a) g (Os, (b)). L'application y = f (x) considérée sur ce 
voisinage est bijective, sa réciproque x = g (y) est continûment dé- 


on. son jacobien est non nul en vertu du théorème 13.8. 


D'où 
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Exemple. Considérons l'application suivante de Æ, dans lui-mé- 
me : 
U = € COSY, v = €” sin y. 


Le jacobien de cette application 


qu ou 

x dy e cosy —esiny HG 
== À = €” 

Ov. dv e*siny e* cos y A 

or Ôy 


Cette application n’est pas bijective, puisqu'elle donne de tous les 
points {z,y + 2kn}, k =0, +1, +2, ..., la même image 
{u, v} = {e* cos y, e* sin y}. Pourtant cette application est bijec- 
tive dans un voisinage assez petit de tout point {x, y} € E, d'après 
le théorème 13.9. 


$ 3. Dépendance des fonctions 


Soient f;(r,, ..., zh), j = 1, ..., m, des fonctions continü- 
ment dérivables sur un ouvert GC EËE,. 


Définition. On dit que des fonctions f, (x) dépendent des fonctions 


f1 (X), +. ., fm_1 (X) sur G s’il existe une fonction F (y,, .. 
+... Ym-1) Continüment dérivable telle que 

fm (x) = F Gi (x), + +, fm-1 (X)) (1) 
pour xCG. 


Définition. On dit qu’un système de fonctions f, (x), ... 
…. + fm (x) est dépendant, ou lié, sur un ensemble G si l’une au moins 
de ces fonctions dépend des autres sur G. 

Dans le cas contraire, on dit que ce système est indépendant, ou 
libre, sur G. 

La matrice rectangulaire 


0f1 0f1 


a = ( : | (2) 


s'appelle matrice. de Jacobi. 


Théorème 13.10. Si f, (x), . . ., fm (x) est un système de fonctions 
dépendant sur G, le rang de la matrice de Jacobi (52 (x)} est stricie- 


ment inférieur à m en chaque point de G. 
21—01289 
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Démonstration. Le système de fonctions f, (x), ... 
.... fm (&) étant dépendant sur G, l’une d'elles au moins, disons 
Îm (x), dépend des autres sur G. On a alors l'égalité (1) dont la déri- 
vation nous donne 

m—i 


Jin (= D (HG) +28 fm RE) 


j-1 


JL 3% es 
= (n},. L=t SES 


Cette relation exprime que pour tout x € G la m-ième ligne de la 
matrice de Jacobi (2) est une combinaison linéaire des m — 1 pre- 
mières autres. Donc le rang de la matrice de Jacobi (2) est stricte- 
ment inférieur à m. C.Q.F.D. 


Remarque. Si nr << m, ce théorème est évident, puisque dans ce 
cas le rang de la matrice de Jacobi est < n. 

Corollaire. Si le rang de la matrice de Jacobi (2 (a)) est égal 

OT; 
à m en l’un au moins des points a CG, le système de fonctions 
fa (X), + - +, fm () est indépendant sur G. 

Démonstration. Supposons le contraire. D'après le théo- 
rème 13.10, le rang de la matrice de Jacobi est alors << m en tout 
point x € G. Or, ceci est impossible, puisque par hypothèse le rang 
de la matrice de Jacobi est égal à m en a. Cette contradiction prouve 
le corollaire. 


Théorème 13.11. Supposons que y; = f; (tx, ..., zh), j = 1, ... 
..., Mm,Mm—1Â1< n, sont des fonctions continüment dérivables dans un 
voisinage O, (a), que le rang de la matrice de Jacobi 


{ af; af: 0f; 0f; \ 
ÔT] OTm-1 TT m ÔTn 
0 m1 0fm=1 0{m=1 À fm 1 
0 fm 0 fm 0[m 0 fm 

{ OT OTm-1 0Xm ÔTn 


9f af 
2 (4) OT m1 ) 

RS ee 5 0. (3) 
Of (a) . 0 fm ( ) 

Oz: OT m=1 


Alors dans un voisinage assez petit O, (a) O, (a), la fonction 
fm (x) dépend des fonctions f, (x), . .., fm-1 (x) (qui sont indépen- 
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dantes dans ce voisinage), c’est-à-dire que pour x € O, (a) on a l’éga- 
lité (1), où F (y,, . - ., Ym_-1) est une fonction continüment dérivable. 

Démonstration. Les fonctions f, (x), . . ., fm-1 (X) sont 
indépendantes dans tout voisinage O, (a) O,(a) d'après le 
corollaire du théorème 13.10. 

Puisque le déterminant dont les éléments sont des fonctions con- 
tinues est lui-même une fonction continue, on a, en vertu de la condi- 
tion (3), 


af af 

PE ) De. (x) 
Her anes Æ£ 0 (4) 
fm= s 0{m- 
d. Go Fr (x) 


dans un voisinage O, (a), r,<r. 
D'après le théorème 13.7, pour les e, > 0 et 6, > O assez petits, 
le système d'équations 


EE ES EE 0 0 ES PR mt 
admet une solution unique 
Li — Lil 23 Vins dm ss ill = ds m=l, 
définie dans un ô,-voisinage du point 
{f1 (a), .- . ., fm-1 (8), ms + + ++ An} (5) 
et satisfaisant les conditions 
Ris ses a nca alé JE css met 


Ceci étant, les fonctions g3 (y, . . ., Ym-19 Tm» + : «> Tn) Sont con- 
tinüment dérivables et l’on a les identités 


Î; (g1, ec...) Emi Tms + - Th) = ÿYj j = 1, 3 m — 1, (6) 
8j Gi (x), . {m1 (x), Tms + - Tn) = Tj, ] — : LA ER m — 1. 


Une dérivation de (6) par rapport aux variables x,, k — m, ... 
.., nr, nous donne 


D of; O0g; 9}; 0 
OT; Ôrg is OTk L 
i={ 
| 8 
ji = 1, RE EE k = m, "53 "18 (8) 


Les fonctions £g; (Yi, - . ., Ym-1s Tms + : «> En) étant continüment 
dérivables, la fonction 


FU ses vanessa a) 
= {m (8,  . .) Em-1: Th. . Th) 


324 FONCTIONS IMPLICITES. EXTRÉMUM LIÉ (CH. 13 


est définie et continüment dérivable dans un ô,-voisinage du point (95) 
pour Ô, assez petit. 

Montrons que la fonction F ne dépend pas des variables x, . .. 
... Zn. Calculons à cet effet les dérivées partielles 


m1 

(47 _ Ofm 0£i LL 0fm ve 

Bee = À on Dee Ter MM, ni. (9) 
1-1 


D’après l’hypothèse du théorème, pour tout x € O,, (a), le rang 
de la matrice de Jacobi est égal à m — 1 et de plus les m — 1 pre- 
mières lignes de cette matrice sont linéairement indépendantes en 
vertu de (4). Donc, la m-ième ligne de la matrice de Jacobi est une 
combinaison linéaire des m — 1 premières: 

m— 1 


Ô 
Om. _ D re) = 1; cs (10) 


0x; 0x; 
j=1 


De (8), (9) et (10) il résulte 


m—-im-i1 


él 8, © of 
ee D Dan + 2 40 = 
J— 


11 J—=1 


LS m1 0}; gi of; 0 L 
== a; (x) > de Dee ax | = M, ..., NN. 


J=1 i=1 


La fonction F est indépendante des variahles x», . .., æ, d'après 
le théorème 11.17. Donc 


Îm (81 ee) Bm-1r Tms - - Th) = F (Ya ..., Ym)- (11) 


La continuité des fonctions y; = f; (x), j = 1, ..., m —1, 
implique l'existence d'un £& > 0, e<r;,, tel que pour x € O, (a) 
est définie la fonction composée F (f, (x), . . ., fm-1 (X))- Des rela- 
tions (7) et (11) il découle 


asia 2) FD se 133 0) 


pour x € O, (a). C.Q.F.D. 
Ce théorème entraîne immédiatement le 


Corollaire. Supposons que f; (ti, ..., Tn), j = 1,..., m, est 
une fonction continûment dérivable dans un voisinage O, (a) et que le 


rang de la matrice de Jacobi ( L.) est égal à p (pm) pour tout 


x ECO, (a). Alors p des m fonctions f1 (X), + «+, fm (X) sont indépen- 
dantes dans un assez petit voisinage O, (a) O, (a) et les m—p 
autres dépendent d'elles dans ce voisinage. 
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Exemple. Considérons les fonctions 
(= +Tze+rs fa (x) = Lite + Lots + Zita 
= ++. 
La matrice de Jacobi est de la forme 


1 1 Î 
af 
( ) (at ZT 1 nt). 


ÔT; 
. .) 
27, 27, DES 


On vérifie immédiatement que le rang de cette matrice est égal 
à deux dans un voisinage assez petit de tout point a = {a;, @, as} 
dont les coordonnées ne sont pas toutes confondues. Ceci étant, les 
deux premières lignes de la matrice sont linéairement indépendan- 
tes. Il existe donc un voisinage O, (a) dans lequel les fonctions f, (x) 
et f, (x) sont indépendantes et la fonction f, (x) dépend d'elles. 


$ 4. Résolution approchée des équations 


Les théorèmes énoncés au $ 1 permettent de démontrer l'exis- 
tence et l’unicité de la fonction implicite définie par une seule équa- 
tion (ou par un système d'équations). Mais dans les applications il 
est important de savoir calculer la valeur d’une fonction implicite 
en tout point de son domaine de définition. Arrêétons-nous sur cer- 
taines méthodes de résolution approchée des équations fonctionnelles. 

Supposons que l’équation 


F (x,y,z)=0 


définit une fonction implicite z = f (x, y) sur un ensemble G. Le 
problème consiste à calculer une valeur approchée de z,=f (to, Yo) 
en tout point {zo, Yo} EG. 

La valeur z, = f (to, Yo) qui nous intéresse est solution de l'équa- 
tion 


k (z) = 0, (1) 


où h (2) = F (to, Vo, ©). _ 
Considérons trois méthodes de résolution des équations de la 
forme (1). 


1. Méthode de résolution par substitution. Soit k (:) une fonction 
continue strictement croissante sur un intervalle [a, b] et telle que 
h (a) < 0, h(b) > 0. L'’équation (1) admet une solution ë unique 
en vertu du théorème 4.11 (et de la monotonie de k (z)). 

Indiquons un algorithme permettant de trouver cette solution 
avec n'importe quelle précision. 

Partageons l'intervalle [a, b] en deux par le point z, = (a + b)/2. 
Si hk(:,) = 0, l'équation (1) admet z, pour racine. Si k(z) <0, 
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des deux intervalles [a, z,] et [z,, b] on retiendra celui aux extrémi- 
tés duquel la fonction = (z) prend des valeurs de signes contraires. Dé- 
signons cet intervalle par {a;, b,]. Partageons-le en deux par le point 
Za = (a) + b;)/2. Si h (z,) = 0, z, est la racine cherchée. Si h (z,) 
= 0, des deux intervalles on gardera celui aux extrémités duquel la 
fonction À (:) prend des valeurs de signes contraires. Puis on répète 
la procédure décrite. Deux cas peuvent se présenter: soit k (z,) = 0 
au terme d’un certain nombre de pas et alors z, est la racine cherchée, 
soit on obtient une suite infinie d’intervalles emboîtés avec h (a,) < 
<0et k(b,) > 0, donc 


An LE < bn. (2) 


Ïl est évident que la suite {a,} est croissante et la suite {b,} décrois- 
sante et de plus 


b— 
bn—an = 5. (3) 


Les relations (2) et (3) entrainent 


b—a 


O<E—-a< x, 0<b, —E< ! 


— «a 
DUT 
En choisissant r assez grand, on peut donc calculer la racine Ë de 
l'équation (1) avec n'importe quelle précision. 
Cet algorithme s'appelle méthode de résolution par substitution. 


2. Méthode des approximations successives. Supposons que l’équa- 
tion À (z) = O est équivalente à l’équation z — f (z) (c'est-à-dire 
que ces équations possèdent les mêmes solutions) *). 

Considérons la suite 


2 fr) ne 2:3.32 (4) 
où z, appartient au domaine de définition de f (z). (La suite (4) est 
définie si les valeurs def (z,_,), nr — 2, 3, ..., appartiennent au 


domaine de définition de la fonction f (z).) 

On démontrera plus bas un théorème qui, sous certaines condi- 
tions, assure la convergence de la suite {z,} vers la solution Ë de 
l'équation z = f (z). En choisissant nr assez grand, on peut calculer 
E avec n'importe quelle précision. 

Les termes de lä suite (4) s'appellent approximations successives 
ou itérations et la méthode envisagée, méthode des approximations suc- 
cessives ou méthode des ilérations. 


*) Il existe plusieurs procédés de réduction de l’équation h (z) = 0 à la 
forme = = f (:). Par exemple, si f (z) — @ (z) h (:) +2 et « (:) 0, les équations 
h (:) = 0 et z = f (z) sont équivalentes. 
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Théorème 13.12. Soit f (z) une fonction dérivable sur [a, b], 
f{@a)>a, f(b)<b, a<fG)<b at ]|f ()|<g<1 pour z€ 
€ [a, b]. L'équation 


= f G) (5) 


admet alorsune solution unique E, a << & << b, vers laquelle converge la 
suite {z,} définie par la formule (4): 


lim 2, = E. 


n—+00 


Démonstration. Par hypothèse, a< f (z)< b,z€ [a,bl. 
Donc tous les termes de la suite (4) satisfont la double inégalité 


a 21 < b (6) 
quel que soit 3, € [a, b]. 
En vertu de (4), 
Zn — 2n-1 — Î (Zn 1) — (2n-e) T- j' (Eh) (2 - er Zn-2) 
E, Cla, bl, n>3. 


(On s’est servi de la formule des accroissements finis de Lagrange.) 
Puisque |’ (2) |<g<1 pour z€{a, b], il vient 


Zn — Zn-1 | 9 Zn — Zn L r2> 8. 
En appliquant plusieurs fois cette majoration, on trouve 
[Zn — 2n-1 | Q |Zn-1 — 2n-e | Q |Zn-o — 2n-3 |K ... 
<q" t|2—-21<92(b—a), n>2. (7 
De là on déduit la convergence de la série 
Gt): ss =) be (8) 


en vertu du critère de comparaison. Donc, la suite {z,}, qui est la 
suite des sommes partielles de cette série, converge aussi. Supposons 
que lim z, — £. Des inégalités (6) et des conditions f (a) > a, 


f (b) <b il découle que a << E << b. En faisant tendre nr vers oo 
dans l'égalité (4) et en utilisant la continuité de f (z), on trouve 
E= limzs= Jim f(z04)=/f(lim 2) = j (À). 


Donc E est solution de l’équation (5). 
Montrons que cette solution est unique. En effet, la fonction 
F (z) = z — f (z) est strictement croissante, puisque par hypothèse 


F'()=1—f ()>0. 


D'après le théorème 13.2, l'équation F (z)}=0 et, partant, l’équa- 
tion (5) ne peuvent admettre plus d'une solution. C.Q.F.D. 
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Remarque. Les relations (7) et (8) nous permettent de majorer la 
différence | £ — z, |: 
[E—2al — [(Zn+1 — 2n) + (Zn+2 — 2n+) + …. < 
< [Zn+1—2n| + [Zn+2 — Zn+1| +... <q”! (b — a) + q" (db — a) Pass 


= gba) (gt g+ ….) = CA 


Cette inégalité nous fixe sur le nombre d'itérations nécessaires au 
calcul de la racine £ de l'équation (5) avec la précision requise. 


3. Méthode de Newton. Cette méthode est une version de la mé- 
thode des approximations successives dans laquelle 


G=z- 2€. (9) 


(Il est évident que les équations L (z) — 0 et z — f (z) sont équivalen- 
tes pour hk’ (z) Æ 0.) 
Les approximations successives sont données par les formules 
Zn = Zn — n—2, 9, :2- (10) 
Les formules (10) admettent l’interprétation géométrique suivan- 
te : z, est l’abscisse du point d’intersection de la tangente à la courbe 
u —=h (z) au point {z,_1,*(:,,)} avec l’axe Oz 
(fig. 36). En effet, l'équation de la tangente 
à la courbe u — h(z) en {z,_,, h (2:)} est 
de la forme 


u—=Rh (zn-1) + R° (Zn 1) (2 — Zn-1). 


UA 


En faisant u — O0 et = = z,.on obtient la 
formule (10). 


Théorème 13.13. Supposons qu une fonction 
Fig. 36. h (z) possède une dérivée seconde bornée sur un 
intervalle |a, b], de plus, sa dérivée première 
est de signe constant sur (a, blet h (a) h (b) < 0. L’équation h (z) = 0 
admet alors une solution unique & € ] a, b[. Il existe de plus un inter- 
valle [E — e, E + ele [a, b] tel que pour tout z,€ | — e, E +e] 
la suite {z,} définie par les formules (10) converge vers cette so- 
lution : 


lim 2, == ë. 
n +0 
Démonstration. Il est évident que les fonctions h (z) et 
hk’ (z) sont continues sur l'intervalle [a, b]. La dérivée h’ (2) garde 
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son signe par hypothèse. Supposons pour fixer les idées que 
k' (2 >0 sur [a, b]. (11) 
La fonction h (z) est alors strictement croissante, L (a) < 0, k (b) > 


> 0. L'équation À (z) — 0 possède donc une solution unique 
EC la, bl. La dérivée seconde h” (z) est bornée par hypothèse: 


[k" G)ISM sur {a, bl]. (12) 


Etant continue sur l'intervalle {a, b] la dérivée première L’ (z) atteint 
son minimum sur cet intervalle d’après le théorème de Weierstrass. 
Donc, en vertu de (11), 


h'(&)>zm>0 sur la, bl. (13) 
Les relations (9), (12) et (13) entraînent 
AL IA GR" (2 
OR KE. (14) 


Puisque h (£) = 0 et que la fonction h (z) est continue, il existe un 
intervalle [E — €, Ë + el [a, b], tel que 


E—e<f()<E+e,] jf GC) <g<1,26€l£—e, E+ el. 
De plus 
JE—E) D ËE—e fÉ+e)<ËT+e 
D'après le théorème 13.12, la suite {z,} définie par les formules (10) 


converge vers la racine Ë de l'équation h (z) = O pour tout :,€ 


ClE—e, E+el. C.Q.F.D. 


Exemple. Soit h (z) = :? — a (a = const > 0,: > 0). L'équa- 
tion h (z) = O0 possède une seule racine strictement positive £ = 
— Va. D'après la formule ” 


f()=+(:++). 


_D'après le théorème 13.13, il existe un intervalle [Va — e, 
Va<+e#l]tel que la suite {z,} définie ” les formules 


= (2 Zn + CRE — } 


converge vers Ÿ a lorsque 7 —+ o pour tout point z, de cet interval- 
le. 


Remarques. 1. D'après l'inégalité (14), la dérivée f” (z) est proche 
de 0 si l’argument z l’est de la racine E de l'équation h (z) = 0. Cette 
circonstance assure la convergence rapide de la suite {:,} si seule- 
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ment l’approximation initiale z, est choisie assez proche de la 
racine E de À (z) = 0. 

2. Si dans (10) on remplace la dérivée k” (2,_,) par l'expression 
aux différences 


h(zn-1) — À (ne) 


- sr 3 
on] on—°? 


on obtient la formule 


>» __ 2n=2h (Zn=-1) — 2n1h (5n-2) _ 
Re huh) n=3, 4, ... (19) 


Cette formule admet l'interprétation géométrique suivante: z, est 
l’abscisse du point d’intersection de la sécante passant par les points 
{Zn-o1 R (Zn-o)} et {Zn-1, À (Zn1)} de la courbe u = k (z) avec l'axe 
Oz (fig. 31). L’algorithme décrit par les formules (15) s'appelle 
méthode d'approxzimation par parties proportionnelles, ou méthode des 
sécantes. 

Pour se servir des formules (15), il faut choisir deux termes z, 
et z, de la suite assez proches de la racine 
E de l’équation À (z) = 0. 

3. Considérons le système d'équations 


FC, ::3 2) =0 it, ::.:n:(4106) 
On peut l'écrire sous la forme vectorielle 
UE F (z) = 0 


{Za-2,h(Zn-2)} 


OÙ Zn. Znr Zn où z — {21. EL Zn F (z) = {F (z), 
; ° 1 (z)}. 
Fig. 37. Soit & — {E,, ..., E,} la solution du 
système (16). 
Supposons que les fonctions F; (z), à — 1, ..., n, sont deux fois 


à dans un voisinage ©, (£) et y possèdent des dérivées secon- 
des (z) bornées. Supposons par ailleurs que le jacobien 


TE 
| SEE (2) | 0 


dans le voisinage O, (E). 


La matrice de Jacobi (Su) admet alors une réciproque. 
Notons 


(5 &))7 =40). 
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Il est évident que les équations vectorielles F (z) = 0 et z = 
=Zz — À (z) F (z) sont équivalentes dans O, (£). 
Posons 


z%) — zh-1) A (zË-D) F (zt#-D), k — 2, 3, .... (17) 


On démontre qu’il existe un voisinage O, (ë) O, (6) tel que 
pour tout z(!) € O, (£) la suite {z} définie par (17) converge vers 
la solution £ du système (16) lorsque 4 —+ oo. 

Cet algorithme s'appelle aussi méthode de Newton. 

I1 est immédiat de voir que pour r7 — 1 on obtient la méthode de 
Newton développée pour la résolution de l'équation h (z) = 0. 

4. Considérons un système d'équations algébriques linéaires de la 
forme 

r; = Ÿ dijt; + bi. Lt; ss UE, (18) 
j=1 


ou, plus succinctement, 


x = Ax + b, 


où x = {2 ..., Zn}, b = {b,, . .., b,}, À = (a;;). 
Construisons la suite 


x) — AxË-1 Lh, k— 2,3, ..., (19) 


où x( est un vecteur arbitraire. 
On démontre que si les conditions 


ñn 
>; lai; 1, i— 1, s sas ES 
3—=1 
ou 

ñn 


D layl<<1, j=1, ...,n, 


1=1 


sont remplies, la suite définie par (19) converge pour tout x{!) vers 
la solution du système (18). 

Cet algorithme s'appelle méthode des approximations successives. 

A noter qu'avec l’utilisation des ordinateurs à la résolution des 
systèmes d’équations linéaires d'ordre élevé, la méthode des approxi- 
mations successives a pris le pas sur la méthode de Cramer pour les 
deux raisons suivantes. D'abord, pour calculer un déterminant (de 
n! termes, chaque terme étant le produit de r facteurs), il faut effec- 
tuer un grand nombre d'opérations qui occupent l'ordinateur assez 
longtemps. Ensuite, les erreurs d’arrondis des résultats intermédiai- 
res peuvent être si élevées que le résultat final risque de ne contenir 
aucune décimale exacte. 
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$ 9. Extrémun lié 
Soient 
Bises th dl: 1m, 
des fonctions continüment dérivables sur un ouvert GG E,. Suppo- 


sons que z > m et que le rang de la matrice de Jacobi (SE (x) 


est égal à m pour tout xE G (x — {x,, ..., r,}). 
Désignons par À l’ensemble des points x € G dont les coordon- 
nées satisfont les conditions 


Zi (ne. Tn) = 0, j =1,..., m. (1) 


Les équations (1) s'appellent équations de liaison ou tout simple- 
ment liaisons. 

Soit donnée une fonction f (x,,...,z,) continüment dérivable 
sur G. 


Définition. On dit que la fonction f (x) présente un marimum 
(resp. minimum) lié en un point a € X sous les liaisons (1), s’il 
existe un voisinage O, (a) € G tel que 


jf x)<T (a) (esp. f x)2> f (a)) (2) 


quel que soit x € Os (a) N X. 

Ainsi, contrairement au maximum (resp. minimum) local ordi- 
naire, l'inégalité (2), n'est pas satisfaite en tous les points du voisi- 
nage O, (a), mais seulement en ceux qui vérifient les liaisons (1). 

Si f (x) présente un maximum ou un minimum lié en a, on dit 
qu'elle présente un extrémum lié en a. 

Passons maintenant à la déduction des conditions nécessaires 
d'existence d’un extrémum lié. Supposons que f (x) a un extrémum 
lié au point a — {a,, ..., a,} sous les liaisons (1). Le rang de la 


matrice (SE (a)} est égal à m par hypothèse. Sans perdre en généra- 
lité, on peut admettre que 


Ôg1 01 
GE" (a) 77 tm (a) 


ane +. Æ 0. (3) 
£Sm UFm 
—— (a) dus dam (a) 

D'après le théorème 13.7 (et le corollaire qui le suit), pour 
€, >> 0 et ô, >> 0 assez petits et pour tout point {Tm+, : - ., Tn} = 


C Os, ({am+1s + + -, 2n}) le système d'équations (1) admet une so- 
lution unique 


SL 0) AC 2e OR EC 
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satisfaisant les conditions 
lis sels Je ks ss 


De plus, les fonctions k}; (tm+1: - - .; T\} sont continüment dériva- 
bles et 


&;j (,, . + ms Tm +1: ._. z;) = 0, j — 1, ee + 3 m. (4) 
La fonction composée 
F (mt - -- Ta) = Us - +, lus Tmtis + + + Ta) 


est de toute évidence continüment dérivable et présente un extrémum 
local en {a+1: - - :, an}. Donc en a 


m 
AF _<\ df 8h 91 . 
ÔTR EH 2 OT, UT Res 0 k=m+i, cr A. (9) 


La dérivation de l'identité (4) nous donne 


08j ôh USE — | 
D a dd j=1, ..s M, k=m+t1, se. (6) 


Les conditions (5), (6) et (1) qui doivent être réalisées en a sont les 
conditions nécessaires d'existence d’un extrémum lié. 


Théorème 13.14. Pour qu'une fonction f (x) présente un extrémum 
lié en a sous les liaisons (1), il est nécessaire et suffisant que soient rem- 
plies les conditions suivantes: 


= (16043 58) QI] : =0, Et, ::., 0 (7) 
j=1 


g;(a) =0, JS ss ms (8) 
où À; sont des constantes. 

Démonstration. La nécessité des conditions (8) est évi- 
dente, puisque les coordonnées du point a doivent satisfaire les condi- 
tions (1) par définition de l’extrémum lié. Montrons que les conditions 
(7) doivent être remplies en a. En effet, les conditions nécessaires (5) 


et (6) expriment que chacune des m — n dernières colonnes de la 
matrice 


of of of 9f ) 

37, (a) en (@) 5... (a) ... 5 (a) 

Ô Fo) p) ô 

de (a) en (a)  — (a) - (a) (9) 
0Em Om 08m ÊBm 

GER ( ) OZm (a) Tlmsi ( ) Ôx (a) 
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est une combinaison linéaire des m premières qui sont linéairement 
indépendantes en vertu de (3). Le rang de la matrice (9) est donc égal 
à m. La première ligne de la matrice (9) est par conséquent une combi- 
naison linéaire des m dernières (qui sont linéairement indépendantes 
en vertu de (3)): 


Ô D. 0j 
JL (a=— 5 A (a), =: =, ni 
j-1 


où À, sont des constantes, c'est-à-dire qu'on a les égalités (7). 
C.Q.F.D. 
Les points en lesquels sont réalisées les conditions (7) et (8) s’ap- 
pellent points stationnaires de la fonction f (x) sous les liaisons (1). 
Si l’on introduit la fonction 


D (x) = f (x) + à À 8; (x); 


on peut mettre la condition (7) sous la forme 


0® 


OT; 


(a)= 0, ET, :.., 8: 


Les points stationnaires de la fonction f (x) sous les liaisons ({) 
se déterminent donc à partir du système d'équations: 


AO | 
37 0, i— 1, és ss TS 0 

g;(x):=0, 1 1: RE: LEA 
Les inconnues sont ici les 7 coordonnées zx,, . .., x, et les m cons- 


tantes À,, ..., À. 

La fonction D (x) s'appelle fonction de Lagrange et la méthode de 
détermination des points d'extrémum lié, basée sur le théorème 13.14, 
méthode des coefficients indéterminés de Lagrange. 

Formulons en conclusion les conditions suffisantes d'existence 
d'un extrémum lié. 

Soient f(x) et g; (x), j —1, ..., m, des fonctions bicontinü- 
ment dérivables sur un ensemble G, a un point stationnaire de f (x) 
sous les liaisons (1). Au point a 


n Ô8; 
> a (a)dri=0, j=1,...,m. (11) 
i=1 
Ces égalités s’obtiennent par une dérivation formelle des équations 
de liaisons (1). En vertu de (3), les équations (11) peuvent être ré- 
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solues par rapport aux différentielles dx,, . .., dr, : 
dx; = > by dXy, 1= 1; ses; TD, 
R=m +1 


(b;: sont des constantes). En portant les expressions trouvées dans 
la différentielle seconde de la fonction de Lagrange, calculée au 
point a, on obtient la forme quadratique par rapport à drh+1, . .. 


L] .9 n e 


MOD(a)= À audr,dr (12) 
h, I=m 


+1 


Le.) 


(ax: sont des constantes). 

On démontre l’assertion suivante: si la forme quadratique (12) 
est définie positive (resp. négative), la fonction f (x) présente en a 
un minimum (resp. maximum) lié par les liaisons (1). 


Exemple. Trouvons les points en lesquels la fonction f (x, y) — 
= zy présente un extrémum lié par la liaison z + y = 1. La fonc- 
tion de Lagrange est de la forme 


D (,y) =zy +A (x + y —1). 
Ecrivons le système d'équations (10): 


— =y+À=0, S=z+=0, g(x, y)=r+y—1-0. 
Sa résolution nous donne z — y — 1/2, À — —1/2. I] existe donc un 
seul point stationnaire {1/2, 1/2}. 

La condition (11) est de la forme 


Calculons la différentielle seconde de Lagrange au point {1/2, 1/2}: 


ED (+. +) — 2 dx dy. 


En vertu de (13), 


d'P (+ +) = —2 dr. 
La forme quadratique obtenue est définie négative. Donc sous la 
liaison z + y —1 la fonction f (x, y) — xy présente en {1/2, 1/2} 
un maximum lié. En outre, fa, = f (1/2, 1/2) = 1/4. 


CHAPITRE 14 


INTÉGRALES MULTIPLES 
ET LEURS APPLICATIONS 


$ 1. Intégrales doubles 
1. Notion d’intégrale double. Considérons sur le plan E, le rec- 


tangle 
P = {{ruy}eE,; a<r<b, c&y<d}, 


que l'on désignera aussi de la manière suivante: 
P = [a, b] X {c, dl. 

Soient {zo, . .., Zn}, To = 4, zh —bet {yo, ..., Yp}s Yo = 0 

yn = d, des subdivisions de [a, bl et [c, d] respectivement. 


Considérons les rectangles 
Pru = (tr, T4 X [yr Yi, 
lL — 0, ..., P — 1 


k —0, . .) n — 1, 
(fig. 38). 
L'ensemble de ces rectangles sera appelé subdivision du rectangle 


P et désigné par T. 
Le nombre 
h(T)= max V (Azÿ+ (Au). 


R£n 
OLI<p—1 


Âtg = ZTh+i — Zn AYr = Yit — Yu 


s'appelle diamètre ou pas de la subdivision T. 


Soit f (zx, y) une fonction définie sur 2. 
La somme 
n eù p | 
o(1)= D 2 Î (En. 1e) Arr Ayr, 


où {E,, nu} € Pas s'appelle somme intégrale. 


Définition. Un nombre J s'appelle intégrale double de Riemann 
de la fonction / (x, y) étendue à P si, quel que soit € > Ù, il existe 
un Ô >> 0 tel que pour toute subdivision 7 de P de pas h (T) < à 
et pour un choix arbitraire des points {E,, 11} € P,4 on a l'inégali- 
té 
pes, 2 
2 21 {ns 110) Arr AT | <e. 


R= 


On écrit alors 
I= lim o(7). 
R(T)—U 


L'intégrale double est désignée par 


F= j; f(x, y) dx dy. 


Si l'intégrale double | 4 (x, y) dx dy existe, la fonction f (x, y) 
est dite intégrable-Riemann sur le rectangle ?. 

Pour que la fonction f (x, y) soit intégrable sur ce rectangle, il 
est nécessaire qu'elle soit bornée sur P. Cette assertion se prouve 
comme pour l'intégrale de Riemann d’une fonction d’une variable 
(S 1, chap. 5). 

Supposons que la fonction f (x, y) est bornée sur P. Posons 

Myu=supf(z, y), mMmu=inf f(x, y). 
Pyi Pri 
Les sommes 
n—1p-1 n—-1p-1 


S(T)= À D MuAmAy, S(T)= 2 D muArrAys (1) 
k=0 !:-0 R=0 1-0 
s'appellent respectivement sommes supérieure et inférieure de Darboux. 


Les propriétés des sommes de Darboux (1) ressemblent beaucoup 
à celles des sommes de Darboux pour les fonctions d’une variable. 
Nous glisserons sur leurs énoncés et leurs démonstrations, car ils 
sont presque exactement les mêmes qu’au $ 1 du chap. 8. Citons seu- 
lement une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité de la 
fonction f (x, y). 


22—01289 
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Théorème 14.1. Pour qu'une fonction f (x, y) bornée sur un rectan- 
gle P soit intégrable-Riemann, il est nécessaire et suffisant que pour 
tout £ >> O il existe une subdivision T de l telle que 


S(T)—s(T)<e. (2) 


La condition (2) peut encore s'écrire 
n—1p—1 
D D ou Ar An <e, 
k=0 [=0 
où op = My — mas est l’oscillation de f sur le rectangle P,,. 
Soit Q un ensemble borné de Æ,. Choisissons un rectangle P — 
— {a, b] X [c, dl tel que QC P. 
Soit f (x, y) une fonction définie sur l'ensemble Q. Posons 


F(& > | f(x, y) si (x, y}eQ. 
"HU 0 si {z, yEPXQ. 
Définition. On dit que la fonction f (x. y) est intégrable sur l'en- 
semble Q si la fonction F (x, y) l’est sur le rectangle ?. 
L'intégrale de Riemann de la fonction f (x, y) sur l'ensemble Q 
est définie par l’égalite 
(fr, mardy= (TT F( y) dx dy. 
Q P 


Les propriétés suivantes de l'intégrale double se prouvent exacte- 
ment comme pour les fonctions d’une variable: 

1) Si une fonction f (x, y) est intégrable sur des ensembles Q, et 
Q, tels que Q, NO: — ©, elle l'est sur l’ensemble Q, U Q. et 


Ji! dr dy := |] f dx dy + j] f dx dy. 


2) Si une fonction f (x, y) est intégrable sur un ensemble Q, la fonc- 
tion cf(x, y) (c = const) l’est aussi sur Q et 


f fete, y) dx dy = c [7e y) dx dy. 
. Q 


3) Si des fonctions f (x, y) et g (x, y) sont intégrables sur un ensemble 
Q, leur somme l'est aussi sur Q et 


1) (f+ 8) dx dy = À f dx dy+ TS g dx dy. 


4) Si des fonctions f (x, y) et g (x, y) sont intégrables sur un ensemble 
©, leur produit l'est aussi sur Q 
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à) Si des fonctions f (x, y) et g (x, y) sont intégrables sur: un ‘ensem- 
ble Q et f(x, y) << £ (x, y), alors 


| [ f(x. y)dr dy \ g (x. y) dx dy. 
Q Q 


6) Si une fonction f (x. y) est intégrable sur un ensemble Q, la fonc- 
tion | f (x, y) | l’est aussi sur Q et 


| | Î (x. y) dax dy |< [\ f(x, y) dx dy. 
o ! | 


7) Théorème de la moyenne. Soient f (x, y) et g(x, y) des fonctions 
intégrables sur un ensemble et telles que g (x, y)>0, m<f (x, y) < 
< M sur Q. Il existe alors un nombre un € [m, M] tel que 


f(x, yg(z, y)dzdy=n\\g(x. y) dx dy. 
Q Q 


2. Mesure de Jordan. 
Définition. On dit qu un ensemble borné Q est mesurable-Jordan 
si existe l'intégrale double 


| {ar dy=n(Q, (3) 


Q 


c'est-à-dire si la fonction f (x, y) = 1 cest intégrable sur Q. 

Le nombre u (Q) s appelle mesure de Jordan ou aire de l'ensemble 
Q. Il est évident que un (Q)> 0. 

La formule (3) peut s'écrire sous la forme 


n(Q= | | no(x, y) dx dy, (4) 
ñ 
où 
À si {x. y}CQ, : 
le (£. n= | O si {x. y}E PQ. (9) 


_ Remarques. 1. On montrera plus bas que la mesure d’un rectangle 
de côtés a et b est égale à ab, celle d’un cercle de rayon r à xr°. Pour 
cette raison la mesure de Jordan est encore appelée aire. 

2. Il existe des ensembles bornés qui ne sont pas mesurables- 
Jordan. 


Exemple. Soit Q l'ensemble des points du rectangle P à coordon- 
nées rationnelles. L'ensemble Q n’est pas mesurable-Jordan puisque 


2e 


to 
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la fonction ne (x, y) définie par (5) n’est pas intégrable sur P. En 
effet, la somme 


rats! Sr! 


à à Op ATr Ayi = 2 5 (Mur mu) Arr Ay- 


{l 


n—1p-1 n— p=— 
= 5 5 aan - (5 an)(S au) 


(b—a)(d—c)>0 
k=0 1=0 

(ici Mur — 1, mur — 0) ne dépend pas de la subdivision et par suite 

ne peut être rendue aussi petite que l’on veut par le choix de T. La 

fonction nQ(x, y) n’est pas intégrable sur P d’après le théorème 14.1. 


Théorème 14.2. Soit Q un ensemble mesurable. Alors p (Q) —0 
si et seulement s’il existe pour tout € >> O une subdivision T du rectan- 
gle P telle que la somme des aires des rectangles de T ayant des points 
communs avec Q soit strictement inférieure à =. 

Avant de passer à la démonstration on remarquera que la somme 
des aires des rectangles de la subdivision 7 ayant des points communs 
avec l’ensemble Q est égale à la somme supérieure de Darboux de la 
fonction na (x, y). En effet, 


—{ pi 


S'(T) - =5 > M At, AY (G) 


M en (z n= | si PunQÆ ©, 
ee "WTT0 si PuNnQ=©, 


d’où l’on voit que les termes non nuls du second membre de la formu- 
le (6) sont les aires des rectangles qui ont des points communs avec 
l’ensemble Q. 
I1 faut donc prouver que 1 (Q) — U si et seulement si pour lout 
e > 0 il existe une subdivision T de P telle que S (T) < €. 
Démonstration. Soit u (0) — 0. Alors, en vertu de (4), 


na (x, y) dx dy =—(. (7) 
P 


D'après le théorème 14.1, pour tout & > 0 il existe une subdivision 
T de P telle que 


S(T)—s(T) <e. (8) 
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Des propriétés des sommes de Darboux, de la positivité de la fonction 
no (x, y) et de l'égalité (7) il découle 


0<s(T)< | | na(x, y) dx dy —0. 
P 
Donc s (7) -=0 et S (T) < & en vertu de (8). 
Supposons maintenant que pour tout £ >> 0 il existe une subdivi- 
sion 7 de P telle que S (T) < &. 
En vertu de la positivité de 19 (x, y) et des propriétés des sommes 
de Darboux, 


0Zs (TEST) <e, (9) 


d'où S (T) — s (T) < €. La fonction n (x, y) est intégrable en ver- 
tu du théorème 14.1. Par ailleurs, 


s(T)< | | nez, y) dx dy = p(Q)<S (T). (10) 
NP Ds 
De (9) et (10) il s'ensuit que Ô & p (Q) < &. Puisque € est un nombre 
arbitraire > 0, il vient nu (Q) —0. C.Q.F.D. 
Ce théorème entraîne immédiatement les 


Corollaires. 1. Si Q, Q et nn (Q) — 0, alors Q, est mesurable et 
u (Q:) = 0. 

2. La réunion d'un nombre fini d'ensembles de mesure nulle est un 
ensemble de mesure nulle. 

Soit L la frontière de Q (c'est-à-dire l'ensemble de tous les points 
frontières *) de Q). 


Théorème 14.3. Pour qu'un ensemble borné Q soit mesurable, il 
est nécessaire et suffisant que un ([) — 0. 
Démonstration. Supposons que Q est mesurable. Cela 


signifie par définition qu’existe l’intégrable double | | no (x, y)dr dy. 


P 
D'après le théorème 14.1, pour tout & >> 0, il existe une subdivi- 
sion 7 de P telle que 
n—-{p-1 


> D ou At AY <E, (11) 
k-:ÙU 1-0 


où op, est l’oscillation de la fonction na (x, y) sur le rectangle 
Par Il est évident que w,, = 1 si le rectangle P,, contient des points 
qui appartiennent et des points qui n’appartiennent pas à Q. Dans 


*) On rappelle que {r,, y,} est un point frontière de Q si n'importe lequel 
le ses voisinages contient des points qui appartiennent et des points qui n'appar- 
tiennent pas à © 
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les autres cas w;, —0. D'où il s'ensuit que chaque point frontière 
de Q est contenu dans l’un au moins des rectangles tels que wz; — 1 
De l'inégalité (11) il résulte donc que-la somme des aires des rectan- 
gles de la subdivision T ayant des points communs avec la frontière 
[de l'ensemble Q est << £. D'après le théorème 14.2 on a u (7) — 0. 
Ce qui prouve la condition nécessaire. 

Prouvons la condition suffisante. Soit un (7) —0. D'après le 
théorème 14.2, pour tout € > 0 il existe une subdivision T de P 
telle que la somme des aires des rectangles de 7 ayant des points com- 
muns avec la frontière F soit << &. 

Pour la subdivision T, considérons la somme 

n-1n-i 

> ni xs AT, Ayr, (12) 
h:0 1-0 

où w,, est l’oscillation de la fonction nQ (x, y) sur le rectangle P,;. 

Il est aisé de prouver que chaque rectangle P,, tel que w,, = 1 
contient au moins un point frontière de Q. (Pour les autres rectan- 
gles, w6,1 —0.) Donc la somme (12) est la somme des aires des rectan- 
gles ayant des points communs avec F. Cette somme est <£e par 
construction de 7. Donc 


n—lp-1 
Y 


D ou Ar, Au <e. 

k—Q 1-0 
D'après le théorème 14.1, la fonction na (x. y) est intégrable sur le 
rectangle P, ce qui exprime que l’ensemble Q est mesurable. C.Q.F.D. 


Ce théorème nous permet de prouver aisément que si des ensem- 
bles Q, et Q, sont mesurables, les ensembles Q, NQ;. Q, UQ..0,: 0, 
le sont aussi. 


Théorème 14.4. Si Q, et ©, sont des ensembles mesurables tels que 
ph (Q: NQ:) =0, alors 
u (Q: UQ:) = n (Q:) -- n (Q:), 


l'égalité ayant lieu pour Q, n Q, = gd. 
Démonstration. Supposons que Q, et Q, sont contenus 
dans le même rectangle P. Il est aisé de voir que 


NQiUQ: — ‘loi 5 NQ: — Mo, NoQ:: 
Donc 


H (Qi U Q2) — | | NQ:UQ: dx dy :. | À (or À Nos — MoNoi) dr dy = 
P P 


— | | no: dx dy - \ | no. dx dy — | | Noifo: ZT dy = 
P °p a 
= 1 (Q,) + (02) — n (ON 02) = u (Q:) +u (Q2)- 
C.Q.F.D. 
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Théorème 14.5. La courbe représentative d'une fonction f (x) 
continue sur [a, bl est de mesure nulle. 

Démonstration. D'après le théorème de Weierstrass, la 
fonction / (x) est bornée sur [a, b]: 


m < f (x) AM. 
La courbe de cette fonction est contenue dans le rectangle P — 


—{a, b] > [m, AI. 
Soit donné € >> 0. Choisissons un nombre naturel p tel que 


e— —— Sr (13) 


2(b— a) ° 


Etant continue sur [a, b], la fonction f (x) est uniformément continue 
sur [a, b]. Il existe donc un nombre 6 => 0 tel que pour tous 
x, zx Ca, bl satisfaisant la condition |z—r | 6, on a 


If) —f&a)1<e. (14) 


Construisons la subdivision T de P qui est telle que 


Ars<ô, h=0,....n—1, AM" Le, 


D 
10, ..., p—4. (15) 


D'après (13), (14) et (15), la somme S des aires des rectangles de la 
subdivision T ayant des points communs avec le graphique de la 
fonction f (x) vérifie la majoration y 


n—! Mt -- 


S<i 2Arsr —2(b—a)e, <e 
{ 


LIL EZ 
LI LEZ 
(fig. 39). L hi ælhtf (>) LL 427 | 

ig. 39). Le graphique de la fonction f (x L , 
est de mesure nulle d'après le théorème  mt-- AILEET) 
14.2. C.Q.F.D. 


Théorème 14.6. Toute courbe diffé- FA CR 
rentiable 1, du plan FE, est de mesure Fig. 39. 


nulle. 

Démonstration. Soient r —r(t), 4€la, bl, l'équation 
de la courbe différentiable L, ! sa longueur. Soit P un rectangle con- 
tenant L. Partageons la courbe L en arcs par les points r (4,), r (4), ..… 

… Fu), a =tlo Lt <<... <ty = b, de telle sorte que la lon- 
gueur de l'arc compris entre les points r (4,) et r (4,+,) soit égale à 
lîn. Construisons des carrés de centre r (4) de côtés parallèles aux 
axes de coordonnées et égaux à 2//n. En prolongeant les côtés de ces 
carrés, on obtient une subdivision T du rectangle P. Il est clair que 
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la somme des aires des rectangles de cette subdivision ayant des 
pointscommuns avec la courbe L est < _ (n + 1) et peut être ren- 


due aussi petite que l’on veut par le choix de n. La courbe L est de 
mesure nulle d’après le théorème 14.2. C.Q.F.D. 


Théorème 14.7. Tout ensemble borné dont la frontière est composée 
d'un nombre fini de points et de courbes différentiables est mesurable. 


Ce théorème est une conséquence directe des théorèmes 14.3 et 
14.6. 


3. Fonctions intégrables. 

Théorème 14.8. Soit f (x, y) une fonction bornée sur un ensemble 
mesurable Q et telle que l’ensemble de ses points de discontinuité est de 
mesure nulle. La fonction f (x, y) est alors intégrable sur l'ensemble Q. 
En particulier, une fonction continue bornée est intégrable sur Q. 


Démonstration. Elle est identique à celle du théorème 
8.9. 


Remarque. Si l’on impose des contraintes supplémentaires aux 
fonctions f (x, y) et g (x, y) et à l’ensemble Q, on peut formuler le 
théorème de la moyenne comme suit: 

Sif(r,y)et g (x, y) sont des fonctions continues sur un ensemble me- 
surable connexe fermé Q et si de plus g (x, y) > 0, il existe un point 


{ë, n} COQ tel que 


(TG yes, pézdy=i(@ n | Ve(z, yjax dy. 
Q Q 


En particulier, si g (x, y) = 1, alors 


[| fe, Dar dy 1 @ mr. 
Q 


4. Réduction d’une intégrale double à une intégrale itérée. 
Lemme. Soit f (x, y) une fonction intégrable sur le rectangle P — 
— {a, b] X Îc, dl. Supposons qu'existe l'intégrale de Riemann 


d 
1(= (f(x, y) dy 


pour chaque x € la, b]. L'intégrale itérée de Riemann 


b b d 
| I (x) dx — | f(x, y) a) dx (16) 


u 
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existe alors et l'on a l'égalité 


(if, nésd= | (Te v y jé (17) 


P 


Démonstration. Soit 7 une subdivision de P définie par 
les subdivisions {zo, ..., z,} et {ÿn, . . ., y,} des intervalles 
[a, bl et [c, d] respectivement. On a alors sur le rectangle P,, 


Mni Le, y) < Mir 


où Mir inf f(x, y), ALET — sup f (x, y). 
Put Pyi 
En intégrant ces inégalités par rapport à y entre y, et yr+4, on 
obtient 
Ul+i 
mar AY | f(x, y) dy< Mu Aus TEIXr, rruil. 
111 
En faisant x —EË, (£, CÎzx,, xx+1l) et en sommant par rapport à L 
entre O et p —1, on trouve 
p-i p—1 Yi 


> mu An }) | f (Ex, y) dy — 


lt 0 L-0 WI 


pi 
(Er, v) dy D) Mu, 
[ 0 


(QE LS LR 


c'est-à-dire que 


pi p-1 
> My An<T EE 2 M ni Ayi. 


1=0 


En multipliant les inégalités par Az, et en sommant par rapport à k 
entre Oet 7 — 1, on obtient 


n— 
> 
k 


| 
CUS 


{n n—1 n-1p-1 
mu Ann S LED) AUET À Muâri Au. (18) 


k Du 


C4 


il 


1=0 


La première et la dernière somme de cette inégalité sont respective- 
ment les sommes supérieure et inférieure de Darboux pour l'inté- 


grale double | | Î (x, y) dx dy. 


En faisant tendre k (T) vers O dans les inégalités (18) (il est évi- 


dent alors que max Az, — 0) on obtient 
0OChEn-! 


b 
Al f(x, y) dx dy < T (x) dr [5 f(x, y) dx dy. 
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Donc l'intégrale itérée (16) existe et 
b d 


| | Î (x, y) dx dy — [ (! { (x. y) dy) dx. 
P ‘ € 


« 


C.Q.F.D. 


Remarque. Si l'on intervertit x et y, c'est-à-dire si l’on admet 


b 


qu'existe l'intégrale 1 (y) — | f (x, y) dx pour tout yElc, dl, au 


lieu de la formule (17) on obtient la formule suivante : 
b 


|| ft, par dy= (| f(x, y) de) dy. 
P c a 


Théorème 14.9. Soit f (x, y) une fonction intégrable sur le trapècse 
curviligne 


Q — {{z.yhn à) << y Lys (&),a L Tr << b}, 


où y, (x) et y: (x) sont des fonctions définies sur la, b]. Si l'intégrale de 
Riemann 
Ua(x) 


T (x) — | f(x, y) dy 


ua(X) 
existe pour chaque x € la, b], il en est de même de l'intégrale itérée de 


Riemann 


I (x) dx — ( ai f(x, y) ay) dr 


mat Y) 


et l'on a l'égalité 


b Walx) 
([ [(x, y) dr dy — | | f (x, y) 1) dr. (19) 
Q a \yalx) 


Démonstration. Soit P —{a, bl :< [c, di un rectangle 
contenant l’ensemble Q (fig. 40). Par définition de l’intégrale double, 


[( Î (x, y) dx dy- \ F (x. y) dx dy, (20) 
J. Je 
où 
| cf fa y) si {x y}eQ, 
Fr, n= | 0 si {xz, y}E PQ. 
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Il est évident que 

H2(x) 
F(x. y) dy = f(x, y) dy (21) 
° yalx) : 


pour chaque zx € [a, b]. Le lemme nous dit que 


On) à 


| \ F (2, y) dr dy = ( F(x, y) w) dx. (22) 
P° a \c 


Les relations (20), (21) et (22) entraînent 
b 


Hatx 
| Î Ge y) dr dy — | | Ua. y) a) dx. 
Q 


a \uitx) 
C.Q.F.D. 
Exemples. 1. Soit Q — {{x, y}; 0 rz< a, 0< y< b}unrectan- 
y 
d .— 
, 00). 
A me 


Fig. 40. 


gle de côtés a et b. D'après (19), l’aire du rectangle Q vaut 
(7) b «a 
L (Q) = [ | dx dy — [ [ au) dr — | b dr — ab. 
"Q D 0 ni) 


- 2. Soit Q — {{zx, y}, z° + y° << R*} (un disque de rayon R). En 
vertu de (19), l'aire du disque Q est égale à 


R , V?-XE 
un (Q)=— | dx dy — | dy Jar 
Q le 2VRI x 
R n/2 
= 2 [ V Rx di =2R? | cos® p dp — 
_hR A 


a/2 
= R° | (1 + cos 2) dp = aR?. 
= 1/2 
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3. Soient Q — {{z, y}, r<y<La, 0OLzr<La} (un triangle) et f 
une fonction indépendante de y. Alors 


| | f(x) dx dy = ( (| f(x) ay) dr = (re ay) dx = 
Q (0 x Ü x 


- | (a—x) f(x) dr. 


$ 2. Formule de Green. Conditions de potentialité 
d’un champ de vecteurs sur le plan 


1. Formule de Green. Etahlissonsun lien entre les intégrales dou- 
bles et les intégrales curvilignes de seconde espèce ($ 2, chap. 12). 

Soit C une courbe régulière différentiable par morceaux sur le 
plan ($2, chap. 10) d'équations 


TO -T (£), y Ÿ (£), LE [x, BI, 
ou, sous la forme vectorielle, 
r --r(t), 1Ela, pl, 


oùr — {z,y},r (1) -— {p (1), 1 (0). 
La courbe C est dite fermée si r (x) =:r (PB). 


Définition 1. On appelle contour fermé une courbe régulière diffé- 
rentiable par morceaux fermée. 


Définition 2. On appelle contour fermé simple un contour fermé 
sans points de self-intersection. 


Définition 3. On appelle domaine un ensemble connexe ouvert. 
Soient ) un domaine et F sa frontière. 


Définition 4. L'ensemble D — D [Jl' s'appelle domaine fermé 
ou adhérence du domaine D. 

Soit C un contour fermé simple sur le plan. L'ensemble des points 
intérieurs (extérieurs) au contour C est un domaine et C est sa fron- 
tière. 

Définition 5. On dit qu'un domaine D est simplement connexe si 
l'intérieur de tout contour fermé simple CE D est contenu dans D. 


Exemples. 1. L'ensemble des points intérieurs à un contour fermé 
simple C est un domaine simplement connexe. 

2. L'ensemble des points extérieurs à un contour fermé simple C 
est un domaine non simplement connexe. 
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Soient G un domaine, 
D = {{z, y}; n RL y<y), aKr<b} 


un trapèze curviligne contenu dans G, y, (x) et y, (x) des fonctions 
continüment différentiables par morceaux telles que y, (x) y, (x) 
pour a < x << b. Alors D est un domaine fer- 
mé dont la frontière est un contour fermé 
simple C composé des courbes y y,(r)'et 
y = y, (x), a Lx L b, et éventuellement de 
segments de droite x :: a, y, (a) < y y: (a), 
z = bd, y b)LYK Ye (). : 

On dira alors que le domaine fermé D est 
élémentaire par rapport à l'axe Or. 

On dit qu’un contour fermé C est parcouru 
dans le sens direct, ou positif, si en se dépla- Pis. A1. 
çant sur lui on laisse les points intérieurs à | 
gauche (fig. 41). Le sens de parcours contraire est dit rétrograde ou 
négatif. 

Soient données, sur le domaine G, des fonctions P (x, y) et © (x, y) 
a dérivées partielles _. el = continues sur G. D'après le théorème 
14.9, 


9P ET 
D a \yix) 


bd 
= [CP yet) —P (a y) dr = 


b 
= [Pau (Q)d— (ra naar 


a 


UE | D dr — | P dx = — | Pdr— | D dx — | Pdr— 
AB ÊF AB BE ÉF 
— | P'dr= — | P (x, y) dx. (1) 
FA C 
On s'est servi des égalites 
| P:(E, paz= | P (x, y)dr=0, 
BE FA 


qui résultent du fait que z — const sur les segments BE et FA et 
par suite dr = (. 
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On démontre de façon analogue que si-un domaine fermé D est 
élémentaire par rapport à l'axe Oy, alors 


| | dx dy = | Q(x, y) dy. (2) 
C 


D 


En soustrayant (1) de (2), on obtient 


| | (TE _. | dr dy — | Pdr-+Q dy. (3) 
C 


La formule (3) s'appelle formule de Green. Elle a été acquise sous 
l'hypothèse que le domaine ferme D est élémentaire par rapport aux 
deux axes de coordonnées. 

Montrons que la formule de Green est va- 
lable pour des domaines de forme plus géné- 
rale. | 

Soient C un contour fermé simple: cnnte- 
nant un domaine simplement connexe G, D 
l'ensemble des points intérieurs à C, D = 


— D (JC. Le domaine fermé D est contenu 
dans G, puisque G est simplement connexe. 


Fig. 42. PRES k 

1 Théorème 14.10. Supposons que P (x, y) 

F © (x, y) sont des fonctions continues avec 

leurs dérivées partielles © — el Æ. dans un domaine simplement connexe 


G. Supposons par cillèurs nue un domaine fermé D (de contour C& G) 
est divisible en un nombre fini de domaines fermés, élémentaires par 
rapport aux deux axes de coordonnées. On a alors la formule de 
Green 


[S (SE) dr dy= | Par+Qdy (4) 
D C 


0y 
où le contour C est parcouru dans le sens direct. 


Démonstration. Supposons que le domaine fermé D 
est divisible en #7 domaines fermés D;,i =1...., n, élémentaires 
par rapport aux deux axes de coordonnées (fig. 42, où n — 3). Dé- 


signons par C'; le contour du domaine fermé D;. D'après le théorème 


14.4, 


[TS Gear ZT(E ja 6 
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Le domaine G étant simplement connexe, chaque intégrale double du 

second membre de (5) est justiciable de la formule de Green (3): 
ù 0Q op : ; 
À | (S-S) dr dy — | Pdr+Qdy, i=1, ...,n. (6) 
D; Ci 


Les relations (5) et (6) entraînent 


| (ET) dr dy = ® | l'dr +Q dy — ( Pdx + Q dy. 


or ot} 
On s'est servi du fait que les parties des contours Ci, i = 1,...,n, 
situées à l’intérieur du domaine fermé D sont parcourues deux fois 
et ce dans des sens contraires. Donc, les intégrales curvilignes étendues 
à ces parties s’annulent mutuellement. Ce qui prouve la formule de 
Green. 


Remarque. Si l’on pose P = y et Q = 0 dans la formule de Green 
(4), on obtient la formule suivante pour l’aire du domaine fermé D : 


LL (D) = \ | di dy = — | y dx. {7) 
2 J 
De façon analogue, si P —0 et Q — x, on trouve 
Lu (D) = | £ dy. (8) 
C, 


L'addition des relations (7) et (S) nous donne encore une formule 
pour le calcul des aires: | 


un (D) = , | 2 dy —y dx. 
C 


Dans les trois cas, le contour C est parcouru dans le sens direct. 


2. Conditions de potentiasiité d’un champ de vecteurs sur le plan. 
Soit u (x, y) == {P (x, y), Q (x, y)} un champ de vecteurs continu 
dans le domaine G. 


Théorème 14.11. l’ne condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
champ de vecteurs u (x. y) = {P (x. y), Q (x, y)} continu dans le do- 
maine G soit potentiel est que l'intégrale curviligne 


| P dx +Q dy (9) 
L 


ne dépende pas de la courbe L (L = G) reliant deux points quelconques 
fixes du domaine G. 
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Ce théorème peut être encore formulé comme suit: 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un champ de vecteurs 
u (z,y) = {P (x, y), Q (x, y)} continu dans le domaine G soit poten- 
liel est que, pour tout contour fermé CE G, 


| Pdr+ Quy=0. (10) 
C 
En effet, si l'intégrale curviligne (9) ne dépend pas de la courbe 


L reliant deux points quelconques fixes de G, il est évident que l’on a 
l'égalité (10). Si La relation (10) a lieu pour tout contour fermé 


Fig. 43. Fig, 44. 


CE G, l'intégrale curviligne (9) ne dépend pas de la courbe L reliant 
deux points quelconques de G. En effet, soient Z,, et L, des courbes 
reliant des points {x,,y,} et {x., y.} de G. Considérons le contour 
fermé C composé des courbes L, et /., la courbe Z, étant parcourue 
de {7,, y,} vers {x., y.}, la courbe L,, dans le sens contraire (fig. 
43). Alors 


0 — | P'dx+Q dy — | LP dx-+ Q dy — | L dx + Q dy, 
C Li: La: 
c’est-à-dire que 


| P dx +-Q dy — | P dr +Q dy. 
d.2 


L: 


Donc l'intégrale curviligne (9) ne dépend pas du chemin suivi pour al- 
ler de (Ti Yi} en (Ta, Ye}. 

Démonstration. La condilion nécessaire a déjà été prou- 
vée dans le théorème 12.3. lrouvons la condition suffisante. Soient 
{Zos Yo} un point fixe et {x, y} un point arbitraire de G, LE G 
une courbe régulière différentiable par morceaux reliant ces points. 
Par hypothèse, la formule 


(x, u) 
U(z,y= | Pdr+Qdy 


(Xo. Ve) 
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(l'intégration est étendue à la courbe L) définit une fonction univa- 
lente dans le domaine G. Montrons que U (x, y) est un potentiel du 
champ de vecteurs u (x, y). En effet, pour Azx assez petit, la diffé- 
rence U (x + Azx, y) — U (x, y) peut être mise sous la forme 


U(z+ Az, y) —Ù (x, y) = 

{x. y} {x+Ax, 1} {x. u) 
= P dr+Q dy+ | Pdr+Q dy— | P dx+Q dy. 

{Xo+ Vo} {x, 1} {Xo, Vo} 

où la première et la troisième intégrale sont prises le long de L, la 

deuxième, le long d’un segment parallèle à l'axe Ox (fig. 44). Donc 

x+Ax 
U(x+Az, y)—U(z, n= | Pit, yat= 


= P(z+06Azx, y)Ar (0<8<1). 
(On s'est servi du théorème de la moyenne.) Cette formule entraîne 


oU U(z-+Az, y)—U (z, y) 
"ôx — Az 


lim 
ox Ax—0 


= lim P(x + 6Azx, y) = P(x, y). 
Bx—+0 


On démontre de façon analogue que _ — Q (x, y). Les fonctions 


PetQ étant continues dans le domaine G, il en est de même des dérivées 


partielles D et Le La fonction U (x, y) est donc différentiable et 


est un potentiel du champ de vecteurs u (zx, y). C.Q.F.D. 
Supposons que le champ de vecteurs u (x, y) — {P (x, y), Q(x, 
y)} est continüment différentiable dans le domaine G. 


Théorème 14.12. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 


champ de vecteurs u (x, y) — {P (x, y), Q (x, y)} continüment diffé- 
rentiable dans G soit potentiel est que 


= (11) 
dans G. 


Démonstration. La condition nécessaire a été établie pré- 
cédemment ($ 1, chap. 12). Prouvons la condition suffisante. Soit 


Ca G un contour fermé simple bornant un domaine fermé D justi- 
ciable de la formule de Green. En vertu de (11), on a alors 


| P dx+Q dy= | | (-S) dx dy =0. (12) 
C 5 


En particulier, l'égalité (12) est réalisée dans le cas où C est une ligne 
polygonale fermée sans points doubles. 


23—01289 
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Soit C une ligne polygonale fermée possédant des points doubles. 
On peut alors la diviser en un nombre fini de lignes polygonales 
fermées sans points doubles et de segments de droite parcourus 
une fois dans un sens, une fois dans l’autre (fig. 45). Il est clair que 


dans ce cas l'intégrale curviligne (P dz + © dy est égale à la som- 
C 
me des intégrales curvilignes le long des lignes polygonales fermées 


sans points doubles et des segments de droite. D’après ce qui pré- 
cède, les intégrales curvilignes le long des lignes polygonales fermées 


Fig. 45. Fig. 46. 


sont nulles; quant aux intégrales prises le long des segments de droite 
dans des sens contraires, elles s’annulent mutuellement. Donc l’éga- 
lité (12) a lieu pour toute ligne polygonale fermée. D'où il résulte]que 


l'intégrale curviligne [P dx + Q dy est indépendante du chemin 


LE G suivi pour indie deux points quelconques du domaine G. 
II est évident que deux points de G peuvent être reliés par une ligne 
polygonale (fig. 46). Donc la formule 

{x, u) 

U(zx, y)= Î P dr+Q dy 
{Xo, Yo} 
({Xo: Yo}, {r, Y}EG), 

où l'intégration est effectuée le long d'une ligne polygonale joi- 
gnant {zo, Yo} et {x, y}, définit une fonction univalente dans le do- 
maine G. Comme précédemment (cf. démonstration du théorème 


14.11), on démontre que U (x, y) est un potentiel du champ de vec- 
teurs u(z,y). C.Q.F.D. 


Remarque. La connexité simple du domaine G est essentielle 
dans le théorème 14.12. En effet, considérons |’ 
Exemple. Le champ de vecteurs u (x, y) —{P (x, y), Q (2, y)}, où 


2 — Re EE 
P= 11 y ? Q=— y ? 
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est visiblement continûment différentiable dans le domaine non sim- 
plement connexe G = {{x,y}, 2° +y*® >= 0} (le plan privé de 
l'origine des coordonnées), et de plus 

2Q 0P y — z° 


CRETE TEE 
Néanmoins, ce champ de vecteurs ne sera pas potentiel d’après le 
théorème 14.11, puisque l'intégrale curviligne CP dr + Q dy le 


long d’un cercle de rayon R(z =Rcost,y =R ou t, 0L1I< 2n) 
centré en l’origine des coordonnées est non nulle: 


2x 
| P dr+Q dy= | EE = | dt=2n 5 0. 
C C 0 


$ 3. Formule de changement des variables 
dans une intégrale double 


Soit 
z =zx(u,v), y —=y(u,v) (1) 


une application bijective bicontinüment différentiable d’un domai- 
ne simplement connexe G’ (du plan (u, v)) sur un domaine simple- 
ment connexe G (du plan (x, y)), l'application réciproque étant 
continüment différentiable. D’après le théorème 13.8, le jacobien de 
cette application 


&. & 
ôu ôv 

J(u, v)=— Le: Æ 0. 
ou Ov 


TE que le domaine G est élémentaire par rapport à Oy: 
= {{z, y}; Y) Tr < ze Y), c y < d}. 


Soient C’ G’ un contour fermé simple bornant un domaine fermé 


D'e & C l’image du contour C’ et D l'image de D’ par l'applica- 
tion 


On admettra qu'il est t possible de se servir de la formule de Green 
sur les domaines fermés D et D’. 


Soit f (x, y) une fonction continûment différentiable dans le do- 
maine G. Choisissons la fonction Q (x, y) de telle sorte que 


= f(x, y), {x, y}eG. 


23% 
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Pour Q (x, y) on peut prendre la fonction 


x 


Ole y= | fe, yat, 


q(y) 


où œ (y) est une fonction continüment différentiable sur Jc, di et 
satisfaisant la condition zx, (y)  œ (y) < x, (y) (fig. 47). 


Xl) Ply Xoly) X 
Fig. 47. 


En appliquant la formule de Green pour P —0, on obtient 


| [ft péray = (QU, dv (2) 


D C 


(le contour C est parcouru dans le sens direct). Dans l'intégrale cur- 
viligne du second membre de (2), faisons le changement de variables 


(1): 
| Q(x, nay= QG, v), vtu, ) (SEau+<d). @ 
C 


C° 


Transformons l'intégrale curviligne du second membre en intégrale 
double à l’aide de la formule de Green: 


| Q (u, v), y(u, v)) (du + SL dv) = 
“af (4 (0H) (0 #))ar 


D’ 
_ 0 0 00e 00" _ 
=+ii Se dv dv je) du do 


D’ 
= + {ff v), vu JU, dud, (4 
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le signe « + » correspondant au cas où le contour C” est parcouru 
dans le sens direct, le signe « — », dans le sens rétrograde *). 


Les formules (2), (3) et (4) entraînent 
| Ï f(a, y) dr dy= + | IEC v), y(u, v))J(u, v)dudv. (5) 
D "D 


On démontre que le sens de parcours de C’ dépend du signe du 
jacobien J (u, v), plus exactement, si J (u,)v) > 0 dans le domaine 
G’, le contour C’ est parcouru dans le sens’ direct, si J (u, v) < 0, 
dans le sens rétrograde. La formule (5) peut. donc être mise sous la 
forme 


{Dre pérdy = | Dieu, 0, vu, v)IJ(, vil du dr. (6) 
Li È 


Cette formule s’appelle formule de changement de variables dans une 
intégrale double. 


Exemple. Considérons la formule de passage des coordonnées 
polaires aux coordonnées cartésiennes : 


z=rcosp, y=rsine, r>0, 0<œp< 2x. 
Dans ce cas, 
CoOS@ —r sin p 


J(r, p)=— 
La formule (6) s'écrit 


| Î ft, y) dx dy = | À rf(r cos g, r sin ®) dr do. 


sin @ Tr COS P 


Remarques. 1. Les conditions de validité de la formule (6) peuvent 
être notablement affaiblies. Il suffit par exemple d'exiger que l’ap- 
plication (1) soit continüment différentiable, la fonction f (x, y), 
continue et les domaines fermés D et D’, mesurables-Jordan. Nous 
glisserons sur la démonstration. 

2. En admettant que f (x, y) = 1 dans (6) et en appliquant le 
théorème de la moyenne, on obtient 


| { ar ay= | | | J(u, v) | du dv = |J(E, n)| | | du dv, 


= ES == 
Lé 


5 
{E, n}e D”, 


*) Le sens de parcours du contour C’ est défini par l'application (1): lors- 
que le point {r, y} parcourt C dans le sens direct, son image parcourt C” soit 
dans le sens direct, soit dans le sens rétrograde. 
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c’est-à-dire que 
p (D) = 17 (E, n) lu (D). 


Le module du jacobien J (uw, v) est donc le « coefficient moyen de 
dilatation de l'aire» par l'application (1). 


$ 4. Intégrales dépendant d’un paramètre 


On se propose dans ce paragraphe d'étudier les propriétés des fonc- 
tions définies par des intégrales de la forme 
b 
F(y= | 1, vds. (1) 


a 


(La variable y s’appelle paramètre.) Ceci étant, on admet que l’in- 
tégrale de la formule (1) est soit une intégrale propre, soit une inté- 
orale impropre de Riemann. 

1. Intégrales propres dépendant d'un paramètre. Soit f(x, y) 
une fonction définie sur le rectangle 


P= {{r y}; a<r<b, c<y<d}. 


Théorème 14.13. Si la fonction f (x, y) est continue sur P, la fonc- 
tion 


Fu) = | f(, vér 


est continue sur l'intervalle [c, di. 

Démonstration. Soit y, un point de [c, d]. Etant con- 
tinue sur P, la fonction f (x, y) y est uniformément continue (d'a- 
près le théorème de Cantor). Puisque la fonction f (r, y) est uniformé- 
ment continue, pour tout &e >> 0 il existe un ô >> 0 tel que, quels que 
soient x E [a, blet y E[c, dl satisfaisant la condition | y — y, | < 6, 
l'on a 


f(x, v)— (2, v < 
Cette inégalité entraîne 
b 
<(1@ n— 


a 


LF(y)—F (u)|= 


b 
Î (Ge, D —f(& vo) dz 


b 
— fe, vo 1dr< | Fe (1y—v0l <8). 


b—a 
a 
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La fonction F (y) est donc continue au point arbitrairement choisi 
Yo Elec, di. C.Q.F.D. 

Théorème 14.14. Si une fonction f (x, y) est continue sur le rec- 
tangle P, alors 


d ,b b ,d 
Î (| f(x, pas) à = { (| Î(z; way) 


Démonstration. D'après le lemme de la page 344, 


| (i f(x, par) à = | | Î (x, y) dx dy= | (i f(x, véy)és 
€ Va 5 AU 
C.Q.F.D. 


Théorème 14.15. Si une fonction f (x, y) est continue avec sa dé- 
rivée partielle? (x, y) sur le rectangle P, la fonction F (y) est conti- 
nüment différentiable sur l'intervalle [c, d] et 

b 


; 0 
Fu) = (+, vd, 
c'est-à-dire que 
b b ë 
a le nee (3e Dar 
êt 


a 

(l'intégrale (1) peut 
signe d'intégration). 

Démonstration. Soit 


tre dérivée par rapport au paramètre y sous le 


b 
e@= (Lt, Dar (tele, à). 


D'après le théorème 14.14, 


Trou f([2 ôf = (zx, t) dr }æ= (+ À (x, D at)as= 
É 


Cc 


(f(x, y)—f(x, c)) dr = F (y) —F(c). 


Donc 


& 


F@)= | e(at+F(. 
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D'où 
b 


Fu= (| e@dt)=e = | 2 (a, y) dx. 


La dérivée F” (y) est continue sur l'intervalle [c, d] d’après le théo- 
rème 14.13. C.Q.F.D. 
Remarque. Supposons que les fonctions f (x, y) et al (x, y) sont 


continues sur le rectangle P, et les fonctions œ (y) et "pb (y), diffé- 
rentiables sur [c, d], et de plus que a << q (y) << b, a < w (y) < b, 
pour c < y < d. Considérons la fonction 


Ÿ (uv) 
F(y= | f(& pds, c<y<d. 
® (v) 


Représentons-la par la fonction composée 


FY)=G(e(4Y), % UY), y), 


v 


Gu, v, y)= (f(x, war, 


u 


et calculons la dérivée: 


F (y) = ( (y), (y), y)?” (y) + 
+ (p (), (8), 2) Ÿ'()+<HE (PU), Pb). w. (2) 


Il est évident que 


) 


9G — — f(u, y), = (p, y), = | SL(z, y) dz. (3) 


ou 


En vertu de (2) et (3),on a 


e Ÿ (u) 
&(T re va)- 


p (y) 
Ÿ (y) 


=— jou), Do +0), vb U)+ | ZE, dr. 


o (y) 
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2. Intégrales impropres dépendant d’un paramètre. Soit f (x, y) 
une fonction définie sur l’ensemble 


Pa = {{z, y}; z>a c<Ly<d}. 


Considérons les intégrales de la forme 
+oo 
F(y= | ft, pds. (4) 

Supposons que l'intégrale (4) converge pour tout yE lc, dl. 
On dit alors que l'intégrale impropre est convergente sur l'intervalle 
[c, dl. 

Il est immédiat de voir que l'intégrale impropre (4) converge sur 
l'intervalle [c, d] si et seulement si pour tout y € [c, d] 

+00 


lim | f(x, y)dr=0, 
B—+00 


autrement dit pour tout & >> Ù il existe un nombre B = B (y, e) > a 
el que pour tout b > B 


Î(x, y)dz|<e. 


set 


Définition. On dit que l’intégrale impropre (4) converge uniformé- 
ment sur l'intervalle [c, d] si pour tout € >> 0 il existe un nombre 
B = B (e) > a tel que pour tout y E Îc, di et tout b > B, 
+oo 


| f@, war 


Donc, contrairement à la définition de la convergence simple sur 
l'intervalle [c, d], cette définition implique que le nombre B dé- 
pende seulement de € et pas de y. 


Théorème 14.16. (Critère de Weierstrass.) Soient f (x, y) une fonc- 
tion intégrable-Riemann par rapport à x sur un intervalle [a, b] pour 
tout y Elc, d], g (x) une fonction définie sur l'intervalle (a, +ool 
telle que 


<< &. 


If y I< £ (@) (5) 
pour {x, y} € P, et que soit convergente l'intégrale 
+o 


| ga. (6) 


n 
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Alors l'intégrale impropre (4) converge absolument et uniformément 
sur l'intervalle [c, dl. 

Démonstration. De l'inégalité (5) et de la convergence 
de l’intégrale (6), il résulte en vertu du théorème 8.16 que l'intégrale 
impropre (4) converge absolument pour tout y € [c, d]. De la conver- 
gence de l'intégrale (6) il s'ensuit que pour tout eg > 0 il existe un 
nombre B = B (e) > a, tel que pour tous les b > B 


+00 
| g (x) dr <e. 


b 
En vertu de (5), 


©œ 


| f (x, y)iaz 


b 


co + 
< f(x, y) dz <.| g(x)dr<e 


pour tout yElc, dl et b>B(e). Donc l'intégrale impropre (4) 
converge uniformément sur l'intervalle [c, dl. C.Q.F.D. 


Théorème 14.17. Si une fonction f (x, y) est continue sur l’en- 
semble P + et l'intégrale (4) converge uniformément sur [c, d], la fonc- 
lion 

+o0 


F= | f(, pds 


a 


est continue sur l'intervalle [c, d]. 


Démonstration. Soit y, un point arbitraire de [c, dl. 
Alors 


+00 
FGF (= À (Ge, v)—1f(, w))dz|< 
b l Fo + 00 
<|[ ue, Dit vo) a+ | 16, war f(, yo) de | < 
: +o oo 
< [if nf, vildz+| (f(x, mar] +1] ( f( vo) |. 
a b b 
(D) 


L'intégrale impropre (4) étant uniformément convergente, il existe 
pour tout £ >> 0 un nombre B = B (e) > a tel que pour yE [c, d] 
et b>B 

+00 


Ü f(x, y) à 


ii d 


+00 


| f(x, vo) dz 


b 


8 & 
< 7 : << - (8) 
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Fixons un b > B. Etant continue sur le rectangle P = {{x, y}: 
a<z<b,c < y << d} € P+, la fonction f (x, y) y est uniformé- 
ment continue (d'après le théorème de Cantor). Puisque la fonction 
f (x, y) est absolument continue, il existe un ô > 0 tel que pour 
tout zEla, b] et tout ‘y Elc, d] satisfaisant la condition 


|y—Yol <Ô l'on a 
FD m1 <5g= - (9) 
Les inégalités (7), (8) et (9) NE dE 
az à 
IF ()—F (W)l< +++ 


pour.| y — yo | < ô. La fonction F (y) est donc continue au point 
arbitrairement choisi Yo Elec, di. C.Q.F.D 


Théorème 14.18. Si la fonction f (zx, n est continue sur P, et 
intégrale (4) converge ee sur l'intervalle [c, dl, alors 
‘d 


l (re vas) dy = { (l f(x, y) ay) PES 


C a 


Démonstration. Soit b > a. D'après le théorème 14.14, 


b ,d d ,b 
T(S f(x, pay) ae | (Tree. väs)d= 
ne d + . +00 
=[( f(&, na | f(&, y dr) dy = 


d ,+oœ d +oo 
= (S f(x, y) dx) dy— [ | Î f(z, y) de) dy. (10) 
c c b 


L'intégrale (4) étant uniformément convergente, pour tout & > 0 
il existe un nombre B = B (e) > a tel que pour y Elc, ddetb>B 
l'on a 


d—c 


et alors 


d +o 
(| f(x, nas) à 


c 


+ 00 d 
| f(x, maz|dy< | LT =e. 
% C 


d 
<] 


C 
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Donc 


d +co 
lim (! f(x, y) ds) dy= 0. (11) 


b—+00 - 


En faisant tendre b vers oo dans (10), on obtient en vertu de (11) 
+oo 


d d + 
[Free wa) [fre mar)av 
C.Q.F.D. 


Théorème . 19. Si une fonction f (x, y) est continue avec sa dé- 
rivée partielle ? — L (a, y) sur l'ensemble P +, l'intégrale (4) converge et 


l'intégrale 
+oo 


0 
| 5, y)az 


a 
converge uniformément sur l'intervalle . d], alors la fonction F (y) 
est continüment différentiable sur [c, d 


F' (y)= Î SL (x, ydz, 


c'est-à-dire que 


a 


a (FT + 0 
4(| f (a, pas) - [ Le, y) dr 


l'intégrale (4) peut être dérivée par rapport au paramètre sous le signe 
d'intégration). 
Démonstration. Soit 
+00 ” 
g(t)= | 3 t) dx, tClc, d]. 


D'après le théorème 14. 18, 


(ETC a=T(| SL (a, t) a) = Ÿ (te y)—f(x, c))dr= 


= F (y) —F (c). 
Donc 
V 


F(y= | e(@dt+r(. 
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D'où 
V +00 of 
ro (froa)-sw-f Len 
La dérivée F’(y) est continue sur [c, d] en vertu du théorème 14.17. 
C.Q.F.D. 


Remarque. On peut démontrer des théorèmes identiques aux théo- 
rèmes 14.16 à 14.19 relatifs aux intégrales de fonctions non bornées. 


Exemples. 1. Calculons l'intégrale impropre 
+o 


eux — ,—Bx 
Fa, = (az, 0, p>0. (12) 
Ù 
Admettons que B est fixe et & est un paramètre. Posons 
eux. bx 
f(x, &, =, 
alors 
of L 
da 


On vérifie aisément que l'intégrale (12) converge pour tous &, B > 0. 
Soient 0 < a << b des nombres fixes. L'inégalité 


ex Les, aLaLb, zx >0, 


et la convergence de l'intégrale impropre 
+oo 
- 1 
| ex dr =— 
a 
0 
en vertu du critère de Weierstrass entraînent la convergence uniforme 
(en «&) de l'intégrale 
+ of +oo 
| Se, a, Bhdz= — | e-exdr 
) 0 
sur l'intervalle [a, b]. D'après le théorème 14.19, l'intégrale im- 


propre (12) peut être dérivée par rapport au paramètre sous le signe 


d'intégration. Puisque pour a on peut prendre tout nombre >> 0, 
il vient 


= Et —— (x, a, p) dm — Ÿ ee as= —+ 
Û 


0 
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pour &œ >> 0. D'où 


Fa, B=—(%=-Ime+C(). (13) 
En vertu de (12), F (B, B) = 0. Donc 
C (B) = In $. (1 4 
Les relations (13) et (14) entraînent 
V3 HT B 
| —,;—— dz=F(a, f)=in—-. 


0 
+. 
2. Calculons l'intégrale [Ed dont la convergence a éte 


Û 
démontrée à la page 210. Considérons à cet effet l'intégrale dépen- 
dant d'un paramètre: 


+ ; 
F (æ)= | e-ex TE dx. (15) 
0 


Montrons que cette intégrale converge uniformément en & sur tout 
intervalle [0, a]. Désignons par g (x, &) une primitive (par rapport 
à x) de la fonction e-% sin x. Il est immédiat de voir que 


ee (a sin z+cos x) 


£ (x, œ) = FT {+ a? 
Ceci étant, 
1 
et, << 2. (16) 


La formule d'intégration par parties et l'inégalité (10) nous donnent 


+00 +oo 
| | er SE Gr] = | de (x, a)| = 
b 


=pana[trs Pate a) < 


+ oo +00 
< EC a) L \ le, œ)l dr < +2 ( = <e 
b É b 


pour b > 4/e et tout &œ E [0, al]. Donc l’intégrale (15) converge 
uniformément sur l'intervalle [0, a]. La fonction F («) est continue 
sur l'intervalle [0, a] d'après le théorème 14.17. Elle est donc con- 
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tinue pour & > 0, puisque pour a on peut prendre tout nombre stric- 
tement positif. 

Considérons maintenant l'intégrale de la dérivée de l’intégrant 
par rapport au paramètre &: 


+0 
— (e-asinzaz. (17) 
ÿ 


Cette intégrale converge uniformément en & sur tout intervalle 
[e, al, 0 <e< a. En effet, étant donné que 


le" sinz|<Le"", eLa<L a, 
+ 
et que l'intégrale fe-s dx converge, l'intégrale (17) converge uni- 


Û 
formément sur l'intervalle [e, al d’après le critère de Weierstrass. 
D'après le théorème 14.19, 
+oo 
F'(a)= — | ex ein r dr = — 
0 


1 
Ta (8) 
pour eZ a& << a. L'égalité (18) a lieu pour & > 0, puisque € et a, 
0 < e << a, peuvent être arbitrairement choisis. 

Une intégration de (18) par rapport à & nous donne 


F (œ) = C— Arctga. (19) 


Pour la détermination de C on remarquera que 
+ oo 
LF(a)I< | e-mdr=+, a>0 
0 
sinz 
zx. 


( puisque 


Donc 


< 1). 


lim F(œx)=0. 


&—>“+00 
On tire C de l'égalité (19): 
C= lim F(a)+ lim Arctga=n/2. 
+00 &—+ +00 
Donc 


F (a) =+— Arctga, a>0. 
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D'où, compte tenu de la continuité de la fonction F (&) pour a=>0, 


+oo 


{dc lim F(a= lim (5 Arctga)= 5. 
4 a—+0+0 0 +0 ” 


Cette formule entraîne 


+ . n/2 si BP>0, 
| Bee | 0 si B—0, 
( — 7/2 si B<O0. 


Pour B = 0 cette égalité est évidente; pour B >0 (resp. B << 0) 
il faut faire le changement fr = t (resp. fr — —t). 


$ 9. Intégrales doubles impropres 


Dans ce paragraphe on généralisera la notion d’intégrale double 
au cas où le domaine d'intégration ou l’intégrant ne sont pas bornes. 

Soit G un ouvert dans le plan. Considérons une suite {G,} d'ou- 
verts possédant les propriétés suivantes: 


1° Chaque ensemble G,, n = 1, 2, ..., est borné et mesurable- 
Jordan; : 
2° G, € Gh+1 (Gn est l’adhérence de G, ; n = 1, 2, ...); 
3° | JG, = G. 
n= 1 


Soit f (x, y) une fonction définie sur l’ensemble G et intégrable- 
Riemann sur tout sous-ensemble mesurable borné fermé de G. 


Définition. Si pour toute suite {G,} d’ensembles ouverts possé- 
dant les propriétés 1°, 2° et 3° la limite 


ma [F6 med 


Gn 


existe et ne dépend pas du choix de la suite {G,}, alors on l’appelle 
intégrale impropre de la fonction f(x, y) sur l’ensemble G et on la note 


| [ft war dy. (1) 


G 


Dans ce cas l'intégrale (1) est dite convergente, sinon elle est di- 
vergente. 
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Théorème 14.20. Une condition nécessaire et suffisante pour que 
l'intégrale (1) d’une fonction f (x, y) positive sur G converge est que la 
suile numérique 


In= | | f(e, y) dx dy (2) 


CGn 
soit bornée au moins pour une suite {G,} d'ouverts possédant les pro- 
priétés 1° à 3°. 
Démonstration. Supposons que l'intégrale impropre (i) 
converge. La suite {7,} définie par (2) est alors convergente. Elle 
est donc bornée. Ce qui prouve la nécessité. 


Montrons la suffisance. La suite {7,} est croissante d’après la 
propriété 2°: 


In= | (fe, pardy< | (5e vdrdy= lu. 


Gn Cn+ 


Elle est bornée par hypothèse, donc elle converge. Supposons que 


lim Z, = 1. Montrons que la suite numérique 
F6 


= | (f(, vasay 


—_? 


Gn 


converge vers le même nombre Z pour toute suite {G,} d'ouverts pos- 
sédant les propriétés 1° à 3°. 
Pour tout nr fixe, il existe un indice k, tel que 


GC: C— Gr (3) 


En effet, dans le cas contraire, pour tout entier naturel k il existerait 
un point {z,, yr} € Gn tel que {z,, yr} € G.. L'ensemble G; est 
fermé ct borné. Donc. d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass 
11.2, dela suite {z,, y,} on pourrait extraire une sous-suite (Tm. Ymy} 
convergeant vers un point £{zo, Yo} E Gn. Le point {zo, Yo} 
appartiendrait à l’un des ensembles G;, avec un de ses voisinages. 
A cet ensembleet aux ensembles G, d'indices 4 > k, appartiendraienit 
les points {zm,, Ym,} d'indices arbitrairement élevés. Ce qui 
contredit le choix des points {z,, ya}. 
D’après (3), 


1 < Ir, LI. 


Donc la suite {7,} converge et sa limite Z[° < I. 


On démontre de façon analogue que 7 < 1’. Donc 7 = I’.C.Q.F.D. 
Ce théorème entraîne le 


25—01289 
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Théorème 14.21. (Critère de comparaison.) Soient f (x, y) et 
g (x, y) des fonctions intégrables-Riemann sur tout sous-ensemble me- 
surable borné fermé d'un ouvert G, telles que 


0 <Lf(z, y) < g (x, y) 
sur G. 


La convergence de l'intégrale impropre 1 £g(x, y) dx dy entrai- 


ne alors celle de [( f(x, y) dr dy. 
°G 


Exemple. Calculons l'intégrale 
| | e-*-1" dx dy, 
G 


où G est le plan tout entier. Pour suite {G,} prenons une suite de 
disques de rayon » centrés en l'origine des coordonnées: 


En = {te y}; F+y< nr} 


En passant aux coordonnées polaires, on obtient 


2x ,n 
—*-1" dx dy = = dr |dp=n(i—e-"). 
$L v° dx dy (fre ae a (1—e-"*) 
D'où 

[ | e-*-0* dz dy= lim n(Â—e-"*) =. 

“G n—+00 


Prenons maintenant pour {G,} une suite de carrés: 


Gn = {fx y}; Izl<n, [yl<r}. 


Alors 
| | e<-1" dx dy = ee v de) dy = 
Gn FAUNE 


(ira(iere)-(f 


En faisant tendre n vers co, on trouve 


— | | ex" dx dy = Cf HR as). 
G 


\—-0 
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Donc 
+00 


| e-"dz= Va. 
Cette intégrale s'appelle intégrale de Poisson. 


Soit f (x, y) une fonction intégrable-Riemann sur tout sous-en- 
semble mesurable borné fermé d’un ouvert G. 


Définition. On dit que l'intégrale impropre (1) est absolument 
convergente si converge l'integrale 


| Dit, wi ax ay. 


G 
Théorème 14.22. Si l'intégrale impropre {fr (x. y) dx dy est 
G 


absolument convergente, elle est convergente. 
Démonstration. Considérons les fonctions 


fe, pete), je, ge Men, 


Il est évident que 
0 < f+ (x, y) < | f (&; y) |, 0 < f- (x, y) < | f (x. y) |. 


Puisque l'intégrale ff f (x, y) | dr dy converge par hypothèse, 
G 


il en est de même des intégrales 
ft pardy, | Tr, pas dy 
G G 


en vertu du critère de comparaison (théorème 14.21). D'où, en vertu 
de l’égalité 


1 (x, y) me Î+ (x, y) — }- (x, y), 
la convergence de l'intégrale (1). C.Q.F.D. 


Remarque. La réciproque est vraie: si l'intégrale impropre (1) 
converge, elle converge absolument. Nous glisserons sur la démons- 
tration de ce fait. 

Signalons particulièrement que l’assertion formulée ci-dessus est 
mise en défaut pour les intégrales impropres de fonctions d’une seule 
variable (cf. exemple 3 de la page 210). Ceci est dû au fait que la 
convergence des intégrales impropres de fonctions d’une et de deux 
variables se définit de manière différente. 


24* 
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$ 6. Surface dans l’espace 


1. Notion de surface régulière différentiable. Soient x, y, z des 
coordonnées cartésiennes dans l’espace euclidien à trois dimensions 
E;, G un ensemble de points dans le plan (u, v). 


Définition. On appelle surface une application continue F 
z—=2zx(u, v), y = y (u, v), z = 2z(u, v), {u, v} € G (1) 


(x (u, v), y (u, v), z (u, v) sont des fonctions continues) de l’ensem- 
ble G dans l’espace E4. 
L'égalité (1) peut être mise sous la forme vectorielle: 


r =r(u, v), (2) 


où r— {x, y, z}, ru, v) = {x (u, v), y (u, v), z (u, v)}. 

L'ensemble G s'appelle système de coordonnées et les variables u, 
v, coordonnées ou paramètres sur la surface F. 

L'image F (G) de l’ensemble G par l'application (1) (ou (2)) est 
un ensemble de l’espace euclidien £, appelé aussi surface et dé- 
signé par F. Si la correspondance entre G et son image F (G) est biu- 
nivoque, on dit que la surface F ne présente pas de self-intersections. 

Soulignons toutefois que la surface F n’est pas un ensemble 
quelconque de points de Æ£,, mais un ensemble de points défini par 
l'application (1) (ou (2)). 


Exemple. Les applications 

z=coœsu, y—=sinu, z=v (0Lu<2r, 0OLv<i) 
et 

z=cos 2u, y—=sin2u, z=v (0<Lu<Inr, 0OLv<Li) 
définissent des surfaces différentes bien que les images de l’ensemble 
G= {{u, v}; 0 Lu <2nr, 0 LvL1} soient dans les deux cas 
l'ensemble z° + y* = 1, 0 < z L 1. Dans le premier cas, la surface 


ne présente pas de self-intersections, dans le second elle en présente. 
Soit G un domaine *) du plan (u, v). 


Définition. On dit qu'une surface Fest différentiable (resp. deux 
fois différentiable) si les fonctions x (u. v), y (u, v) et z (u, v) pos- 
sèdent des dérivées partielles du premier (resp. du second) ordre 
continues dans le domaine G. 


*) On rappelle qu’un domaine est un ensemble connexe ouvert. 
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Définition. Une surface différentiable F est dite régulière si en 
tout point {u, v} € G le rang de la matrice 


Ôz Ôy 0z 
ôu Ôdu ôu 
Ôx dy Oz 
dt dv 


est égal à 2. 
Ceci exprime que les vecteurs 
Me, 0 Et TSI, 0 = 
ou VLôu ? Ou? OuJ' dv Vlôv ? dv? dv 
sont linéairement indépendants en tout point {u, v} € G. En par- 
ticulier, _ 0, #0. 

La définition donnée ci-dessus de la surface manque souvent de 
souplesse et implique une certaine généralisation. 

Soientr = r,(u, v) ({u, v} EG),r =r, (Ë, n) ({E, n}) € G')des 
applications continues respectivement de G et G’ dans £.. Suppo- 
sons qu'il existe une application bijective continue u = u (E, nr), 
v = v (£, n) de G’ sur G dont la réciproque soit aussi continue et 


r(u(E, n), vu (E n))=r, (6, n) ({E, n} EG). 


On admettra dans ce cas que les équations r = r, (u, v),r = r, (E, n) 
définissent la même surface dans des systèmes de coordonnées diffé- 
rents. 

Sir=r{(u, v), r =r, (&, n) sont des fonctions continüment 
différentiables définies sur les domaines G et G’ respectivement, les 
fonctions u = u (E, n), v = v (E, n), continûment différentiables et 

ou 00 
dE ôn 
æ | 
0ë 01 
alors la surface correspondante est dite différentiable. (La condition 


assure la dérivabilité continue de l'application réciproque E — 
= Ê(u, v), n =n(u, v).) 
Exemple. Les égalités 
z=Vi—u, y=u, z=v ([u|<14, 0<v<i) 
et 
z=CoOSE, y=sinE, z=n (|| <:x/2, 0<n<1) 
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définissent la même surface différentiable. Dans le cas traité 
ou ou 


Œ |. cosE O0 : Es 
à ôv po 41 —<0si#0 (IE < 2 ] 
dE on 


2. Plan tangent et vecteur normal à une surface. Soit F une sur- 
face régulière différentiable sans self-intersections, définie par les 
équations (1) (ou (2)) et soit {u,, vo} EG. 
Pour u = u, fixe, l'équation r = r (u,, v) 
définit une courbe régulière différen- 
tiable ($ 2, chap. 10) portée par la sur- 
* face F et passant par le point r (u,, Lo). 


Ceci étant, T (u,. v) est un vecteur tan- 


gent à cette courbe (fig. 48). De façon 
exactement analogue, pour v = v, fixe, 
l'équation r = r (4, v,) définit une cour- 
be régulière differentiable passant par le 
Fig. 48. point ru,, v,) de vecteur tangent 

_ (u, Vo)- 

Les courbes r = r (u,, v), r = r(u, v,) s'appellent lignes de 
coordonnées de la surface F. 

Donc les lignes de coordonnées d'une surface régulière diffé- 
rentiable F se coupent sous un angle q (0  @ << x) et forment un 
réseau de coordonnées. 

Soit u=ut(t)}, v—=uv(t) (a<t<b) une courbe régulière 
((u” (t))° + (&° ())° >> 0) différentiable sans self-intersections pas- 
sant par le point {u,, v,} de G: 


u (Lo) — Ug, V (£o) = Vo, € < Lo < b. 


Alors 
r=r(u(t), v(t)), a<t<b, (3) 


est une courbe différentiable sans self-intersections située sur la 
surface F et passant (pour { = t,) par le point r (us, vo). Cette courbe 
est régulière. En effet, 


dr or , or 
Haut) +-v(t 0, (à) 
puisque les vecteurs —., = sont linéairement indépendants et 


les dérivées u’(t) et v’ (t) non toutes deux nulles: (u” (t))}? + (v’ (#))°> 
> (. 
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De la formule (4) il découle que le vecteur tangent _ (£,) à la 
courbe (3) au point r (4,, v,) est une combinaison linéaire des vec- 
teurs = (Uo, Lo) et = (Uo, Lo), c’est-à-dire est situé dans le plan pa- 
rallèle aux vecteurs T (Us, Lo), _ (Us, Vo) et passant par le point 
r (Lo, Vo) (fig. 48). 

Ce plan s'appelle plan tangent à la surface F au point r (u,, vo). 


L'équation du plan tangent peut visiblement être écrite sous la 
forme du produit scalaire: 


(r — FT (Lo: Vo), N (Lo; Vo)) = 0, (5) 


Ôr ôr 
N (os vo) = [HE (to, do), (Mo, 1) | 
(les crochets désignent le produit vectoriel de deux vecteurs). 


D’après la formule du produit mixte de trois vecteurs, l'équation 
(5) devient en coordonnées cartésiennes: 


Z—Z(Uo, Vo) Y—Y(Uo, Lo) 2—Z(Uo, Lo) 


DE ôy | _0z 

5e (Uo: v,) an. (Lo: Lo) ou (uo, Vs) — 0. (6) 
Ôz 0y 03. 

an (or Do) 35 (Uo M) 3 (ue, vo) 


La normale au plan tangent à la surface en un point s'appelle 
normale à la surface en ce point. 
Donc 


N (u, v)=[<E(u. v), -(u, v) | 


est la normale à la surface F au point r (u, v). Signalons qu’en raison 
de l'indépendance linéaire des vecteurs = et “le vecteur N (u, v)Æ 
0 en chaque point de la surface régulière différentiable F. 


Remarque. Si la surface F est définie par l'équation z = f (x, y), 
où f (x, y) est une fonction continüment différentiable, l'équation 
du plan tangent (6) est de la forme suivante: 


T—Zo Y—Yo 2—f(Zyn Yo) 
0 

1 0 LL (co Yo) —0 
0 

0 1 (x wo) 
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ou 
Z=f (20, Yo) + LL (Zos Yo) (T — To) + _… (Zos Yo) (Y— Yo). 


Les variables x et y jouent le rôle des paramètres u et v. 


3. Longueur d’une courbe sur une surface. Calculons la longueur 
de la courbe (3) sur la surface F à l’aide des formules du $ 2, chap. 10. 
En vertu de (4) 


ds \2 
(+) Fe 
= (ru, ru) (u' (8) + 2(rusre) u' (6) 0 () + (rs, re) (0’(#)). (7) 


Introduisons les notations 


Eu, v)=(ru, ru), Fu, v)=(ru, 1), G(u, v)= (re re). (8) 


2 2 (ru (+ ré (0, au (9)+ iv (0) = 


La longueur de la courbe (3) s'exprime alors par la formule: 
b 

dr 

= [ 


b 
= Î VE (u, v)(&' (6) + 2F (u, vu (t)v'(t) + G(u, v)&' ()} dt, 


dt = 


où u—=ut(t), v = v (t). 
La formule (7) peut s’écrire: 


ds? = (dr) = E (u, v) du® + 2F (u, v) du du + G (u, v) du. (9) 

L'expression du second membre de (9) s'appelle première forme 
quadratique de la surface F. 

Remarque. De l'égalité (9) il résulte que la première forme qua- 
dratique est définie positive. Donc 


E- Gi=E6-F">0. 


4. Aire d’une surface. Soient F une surface régulière différen- 
tiable sans self-intersections, définie par l'équation 


r=r(u,v), {u, v}EG; 
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D & G un domaine borné fermé dont la frontière est composée d’un 
nombre fini de contours fermés simples. Soit F-+ la partie de la sur- 


face F définie par l’ensemble D: 
r=r(u, v), {u, v} E D. 


Définition. On appelle aire de la surface F> le nombre 


S— | | VEG— F° du dv, (10) 
D 
où E, F et G sont des fonctions définies par les formules (8). 


Remarques. 1. L’intéorant de la formule (10) représente l'aire 
du parallélogramme construit sur les vecteurs r,, du, r.dv (du, dv > 
> 0). En effet, l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 
r,, r, est égale à 


re, re =1ril Ir] sin y, 
où œ est l’angle des vecteurs r, et r;. D'où il s'ensuit que 
re, rl fraf2rl2sino= [r[? [re[2— [ra [? [ro [2 cos? p — 
=(r,, ri)(rs, r5)—(r4, r)2=EG—F?, 
c'est-à-dire que 
Ie, ro] =VEG—F?. (11) 


Donc l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs r,du 


et rdv est égale à V EG — F°? du dv. 
2. Si la surface différentiable F est définie par l'équation z = 
= f(x, y), {x, y} EG, alors 


rs, y) = {x, y, f (x, y)}, 
rz = (1,0, fx}, ry = {0, 1, fr} 
et en vertu de (8) 
E=1+(G), F=ffy G=1+ (Gi), 
EG— F? = 1 + (f} + (fi). 
La formule (10) devient dans ce cas 


S= | [VTFG + Gi dr dy, De 6. 
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En particulier, si F est le plan de coordonnées : = 0, alors 


S — | ( dx dy=u(D) 
D 


est l’aire du domaine borné fermé D. 


le 


Fig. 49. 


Exemple. Calculons l’aire de la portion de sphère de rayon R 
et de centre l'origine des coordonnées située dans le premier octant 


z = Rsin 6 cos œ, 
y = Rsin6sine, z:—=Rcos8 
O<p<ar2, 0<0< x/2), 
où 6 et œ sont les angles d’Euler (fig. 49). On a 
r (p, 8) = {Rsin6cosœ, Rsin6sin, R cos}, 
= {—Rsin6sinp, RsinG6cosæ, 0}, 
re = {R cos 8 cos w, R cos 8 sin g, —R sin 6}, 
E = (ro, ro)= R'sin*6, F=(r,, re) =0, 
G=(r6, ro) =R°, VEG—F'= R'sin8, 


T ra 

nn de 
EG—F? de dô=R?\ 4 in 6 d0 = 7 
net * Lou G— Œ Fi > 


(D={{p,8}; 0<p<w2, 0<0<r/2}). 


Montrons que la formule (10) est invariante par un changement de 
coordonnées uv et v sur la surface F. 


« 


Faisons à cet effet le changement 
u=u(ê, n), v—=vt(é, n) (12) 
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(l'application (12) et sa réciproque sont supposées être continüment 
différentiables). Dans les nouvelles coordonnées l'équation de F est 


r=g(é, nær(u(é, 1), v(E, n)), {&. n}e D”, 
où D’ est l'image réciproque du domaine fermé D par l'application (12). 
On a les relations suivantes: 
BE TUE HUE, En = run + Un 
[gE, gnl = (ugvn—unvé) [ru, rJ=J (6, n) (ra, re], 
Lg, gl l=1J(, n)! fre rl]. 
En vertu de (11) 


V EGP? 1J(E, n)| VEG—F", (43) 


où 
Ê=(g, g), F=(g, gr, G=(g gi. 


Faisons le changement (12) dans l'intégrale double (10). On a 
alors d’après (13) 


ff VEG— F3 du dv= | | LEARN n) | dé dn = 
5 


D 


= | V EG F? dt dn, 


La formule (10) est donc indépendante du système de coordonnées 
choisi sur la surface F. 

La preuve est ainsi faite de l’adéquation de la définition donnée 
ci-dessus de l'aire d’une surface. 


5. Deuxième forme quadratique d’une surface. Soit F une surface 
régulière deux fois différentiable sans self-intersections définie par 
l'équation r = r (u, v), {u, v} € G. Appliquons la formule de Tay- 
lor à la fonction vectorielle r (u, v): 


r(u+ Au, v+Av)=ri(u, v) +, Au+r Av + 
+ + (riu Au? + 2ry Au Av + rs Au?) + 0 (Au? + Av?). 


En multipliant les deux membres de cette égalité scalairement par 
le vecteur unité normal 
[re ro] 


= 
| [ro r,] | \ 
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on obtient (puisque (r;, n)=0, (r;, n)=0) 
(Ar, n)=+ ((réu, n) Au?+2(ri, n) Au Av+-(r5,, n) Av?) + 
+0 (Au?+ Av), 


où Ar=r(u + Au, v + Av) —r (u, v). 
Soit la notation: 


Lu, v) = (ru, n), M (u, v) = (rx, n), N (u, v) = (r,,, n). 
Alors 
(Ar, n) = | Ar | cos ® — 


= + (LAu® + 2M AuAv + NA’) + o (Au + Au), (14) 


où œ est l’angle des vecteurs ÀÂr et n. 
La forme quadratique 


L du* + 2M du dv + N di? 


s'appelle deuxième forme quadratique de la surface F. 

La deuxième forme quadratique d'une surface permet d'introduire 
la classification suivante pour les points d’une surface: 

19 Un point d’une surface est dit elliptique si la deuxième forme 
quadratique y est définie positive ou définie négative, c’est-à-dire 
si LN — M° > 0. 

De la formule (14) il s'ensuit que dans ce cas le produit scalaire 
(Ar, n) ne change pas de signe dans un voisinage assez petit du point 
{u, v}. Donc, les points de la surface suffisamment proches du point 
r (u, v) sont situés d'un même côté du plan tangent à cette surface 
en r (u, v). 

2° Un point est dit hkyperbolique si la deuxième forme quadratique 
y est semi-définie, c’est-à-dire si LN — M°<0. 

Dans ce cas dans tout voisinage du point r (u, v) il existe (en 
vertu de la formule (14)) des points de la surface situés de part et 
d’autre du plan tangent à cette surface en r (u, vd). 

3° Un point en lequel LN — M? = 0 est dit parabolique. 


Remarque. Si l’on munit la surface F des coordonnées 
= U (E, n), v=v (E, n) (15) 


(la transformation (15) et sa réciproque sont supposées être biconti- 
nüment différentiables), alors en vertu de (13) 


EG — F2 = (J (E, n))° (EG — F°). (16) 
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On s’assure immédiatement que les coefficients de la deuxième forme 
quadratique sont justiciables de la même formule: 


LN—M2=(J(E, n))(LN — Mi), (47) 


où L, M et N sont les coefficients de la deuxième forme quadratique 
de la même surface F munie du système de coordonnées E, n. 
Des relations (16) et (17) il résulte que la fonction 
LN — M° 
KG, D = 
est invariante par la transformation (15). 
La fonction X (u, v) s'appelle courbure gaussienne de la surface F. 
Puisque EG — F? >> 0, la courbure gaussienne est >0 aux points 


elliptiques, 0 aux points hyperboliques et nulle aux points para- 
boliques. 


Exemple. Calculons la courbure gaussienne d’une sphère de rayon 


RÀ: 
z = Rsin6cos®, y = Rsin6sine, z=Rcos8, 
0Lp<L2r, 0LO< 7x. 
On a 
EC — F° = Risin* 0, 
rog ={—RsinGcosp, —Rsin6sin, 0}, 
r96—={—Rcos6sinp, R cos cos p, 0}, 
ree—={--RsinGcosp, —RsinO6sinp, —Rsin6}, 
D forel : : - 
De nt 0e P, — sin 6sin ®, — cos 8}, 
L = (r9v;: n)= À sin?06, M = (r96, n) =0, N = (roe; n)= À, 
__LN—M3 _ R'sin0 1 
RO RER Rien 
Donc la courbure gaussienne de la sphère est constante et >=>0. 


6. Courbure d’une courbe sur une surface. Lignes géodésiques sur 
une surface. Soient 


r—=r{(ut(s), v (s)) (18) 
une courbe régulière deux fois différentiable portée par une surface F 


régulière deux fois différentiable, s un paramètre intrinsèque sur la 
courbe (18) ($ 2, chap. 10). Alors 


dr , 552 
DT = rou + ro , 

d?r (19) 
TE = rou (U')2+-2r,.u'v' + re, (v') + reu" + rc”. 


382 INTÉGRALES MULTIPLES ET LEURS APPLICATIONS [CH. 14 


La courbure de la courbe (18) pe donnée par la formule 


ele |: 
Décomposons le vecteur Te appelé vecteur courbure de la courbe 
(18) suivant la base *) fermée par les vecteurs r,, r: et n: 
= a (sr + we (s)r5+ An (sn. (20) 


Le vecteur k, (s) n qui est le projeté du vecteur courbure sur le 
vecteur unitaire normal s’appelle vecteur courbure normale et k, (s), 
courbure normale de la courbe sur la surface F. 

Le vecteur w, (s)r, + w, (s) r, qui est le projeté du vecteur cour- 
bure sur le plan tangent s'appelle vecteur courbure géodésique et 1 
fonction 


k,(s)=luw,(s)r+w(s)r]l (21) 


courbure géodésique de la courbe sur la surface F. 
D'après (19) et (20), la courbure normale d’une courbe est donnée 
par la formule 


ka (= (En) n) (98420, n)ufv+(re, n) (= 
= L(u')}?+2Mu'v + N (v'}, 


où L, M et N sont les coefficients de la deuxième forme quadratique 
de la surface F. 

Pour calculer la courbure géodésique d’une courbe avec la formu- 
le ca il faut trouver les fonctions w, (s) et w, (s). En vertu de (19) 
et (20) 


(ru, ra)ur(s)+ (ru rue (s) = (ru) = 
= (ru, Fa)" + (ru, re) 0" + (runs ru) (+ 
+2 (rio, Fu) U0' (ré, ru) (v'}?, 
(ru, r)u,(s)+(r:, re) wo (s) = (= 7 re) _ | 
= (ru r)u"+ (re, r)0"+ (ru, re) (u'} + 
+2 (ro, Fe) WT + (ri, Fe) (0°), 


*) Les vecteurs r;,, r; et n sont linéairement indépendants, puisque r,, et 
r. le sont et le vecteur n leur est orthogonal et non nul. 
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c'est-à-dire que 


Ew, (s)+ Fw, (s) = Eu"+ Fo" + (run, ru) (WP + 
+2 (Fur, )uv" + (re, ru) (v'}, 
Fuw, (s)+Gu,(s)= Fu"+Gv"+(riu, re) (U'Ÿ + 
+2 (ru, PF) UV + (rs, re) (L'}, 
où E, F'et G sont les coefficients de la première forme quadratique 
de la surface F. 


Le système d'équations algébriques linéaires (22) admet une seule 
solution, puisque le déterminant 


sh EG—F:>0 
F G —_— DE > . 
On appelle (ligne) géodésique d'une surface toute courbe de cette 
surface en chaque point de laquelle la courbure géodésique est nulle. 
Les fonctions u = u (s), v = v (s) qui définissent une géodésique 
sont solutions du système d'équations différentielles ordinaires 


Eu"+ F0" + (ruus Fu) (U') +2 (rue, ru) UV + (re, ru) (w)=0, 23 
Fu" + Go" + (ru, re) (UP +2 (ru, r)u'v' + (re, re) W'} = 0. Fe 


En effet, si 4, (s)=0, d'après la formule (21) on a w, (s)=w, (s)= 
= 0 (puisque les vecteurs r, et r. sont linéairement indépendants). 
En faisant w, (s) = 0 et w, (s) = 0 dans (22), on obtient les équa- 
tions (23). 


Remarque. Les géodésiques possèdent les propriétés extrémales 
suivantes: la géodésique est la plus courte des courbes régulières 
deux fois différentiables reliant deux points assez proches d’une sur- 
face. 


(22) 


Exemple. Trouvons les géodésiques du cylindre 
z=Recosu, y—=Rsinu, =: =v, R>t. 
On a 
r(u, v) = {R cosu, R sin u, v}, 
r, = {—Rsinu, Rocosu, O0}. r; = {0, 0, 1}, 
E=(r,.r,)=R, F=(r,r)=0, G=t(r, r) = 1, 
Tuu = {—R cos u, —R sin u, 0}, rs, = 0. ré = 0, (réu, ru) = 0, 
Guen) = 0, nr) =0, (ru r) = 0, 


(us) 0, (rs r)= 0 
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Les équations (23) s’écrivent: R°u” = 0, v” = 0. Leur résolution 
nous donne 


u—=as+$, v—as +b 
(«, B, a et b sont des constantes). Les géodésiques du cylindre sont 
donc définies par les équations 
z = R cos (as + BP), y = R sin (as + B), z — as + b. 


On remarquera que si a = 0, la géodésique est un cercle; si = 0, 
une droite; sia 0 et « 0, une hélice. 


$ 7. Intégrales de surface 


Soient F une surface régulière différentiable sans self-intersec- 
tions définie par l'équation 


r=rt(u, v) 


(r (u, v) — {x (u, v), y (u, v), Z (u, v)}, {u, v} € G), 


D & G un domaine borné fermé dont la frontière est composée d’un 
nombre fini de contours fermés simples. Désignons par F> la partie 


de la surface F définie par l’ensemble D: 
r=r(u,v), {u, v} € D. 


Soit g (x, y,7) une fonction continue sur la surface F=. 


Définition. On appelle intégrale de surface de la fonction 
g (x, y, 2), étendue à la surface F=, l'intégrale [ee y, z) dS 
F— 
D 
définie par l'égalité *) 


[Sete y 245 [Te(e(u, v), tu, v), zu, v) VEG-F a, 
!J s 
(1) 


où les fonctions E, F et G sont données par les formules (8), $ 6. 
Il est évident que l'intégrale de première espèce existe toujours 
sous les conditions imposées à la fonction g (x, y, z) et à la surface F. 


*) Les intégrales (1) sont souvent appelées intégrales de surface de première 
espèce. 
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Remarque. Si la surface F; est définie par l'équation z= 
—=f(z, y), {x, y}E D, la formule (1) devient: 
fee D d8= (et Gen) VT+ PF dx dy. 
F5 D 


Définition. On dit qu'une surface régulière différentiable est 
orientable s’il est possible de choisir un champ de vecteurs unitaires 
normaux continu. Dans le cas contraire on dit qu'elle est non orien- 
table. 

La surface sur laquelle on a choisi un champ de vecteurs unitaires 
normaux continu est dite orientée. 

Il est évident que sur une surface régulière différentiable F sans 
self-intersections il n'existe que deux champs de vecteurs unitaires 
normaux continus, plus exactement 


[re re) 


n; (u, v) RCA ’ 


D (u, v) hi) (u, v), 


en d’autres termes, la surface F ne peut être orientée que de deux 
manières différentes. 


Remarque. Il existe des surfaces non orientables. L'exemple le 
plus simple est le ruban de Môbius que l’on obtient en tordant une 
fois une bande de papier rectangulaire et en 
collant bord à bord ses extrémités (fig. 50). 

Lorsque le vecteur unitaire normal se dé- 
place à partir de À le long de 1la « ligne média- 
ne » du ruban de Môbius, il tourne continü- 
ment. À son retour au point À,son orientation 
est contraire à celle du départ. Il est donc im- Fig. 50. 
possible de construire sur le ruban de Môbius 
un champ de vecteurs unitaires normaux continu. Ainsi le ruban de 
Môbius est une surface non orientable. 


Soit F une surface régulière différentiable sans self-intersections 
orientée par le choix d’un champ de vecteurs unitaires normaux 


n(u, v) = {cos a, cos B, cosy}, cos? a + cos © B + cos? y — 1. 


Supposons que le champ de vecteurs 


u (x, y, z) = {P (z, y; z), Q (z, y; 2), R (x, y; z)} 


est continu sur la surface F. 
25—01289 
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Définition. On appelle flux du champ de vecteurs u (x, y, z) à 
travers la surface orientée F l'intégrale *) 


gl (u, n) dS — A (Pcosa+Q cosB+R cosy) dS, (2) 


où la surface F- est définie par l'équation 


r=r(u,v), {u,v}CDEG. 


Si la surface F est orientée par le choix du champ de normales 
—n (uv, v), le flux du champ de vecteurs (2) change de signe. 

L'intégrale de surface (2) existe toujours sous les conditions im- 
posées au champ de vecteurs u (x, y, z) et à la surface F. 


Remarque. Si P — Q = 0 et la surface F- est définie par l'équa- 
tion z=2zt(x, y), {x, y}E€ D, alors 
+ 1 
V1+G+(,) 
(le signe dépend du choix de l'orientation de la surface) et 


— R (x, YU, (x, y)) 4 LVL fn … 
1j R cos y dS = + | V THEN HG) Vi+(Y+(z) dx dy = 
D 


cos y = 


mr (1 Rx, y, (x, y)) dx dy. 


Cette formule justifie la notation suivante: 


fi R cos ydS = |] R(z, y, 2) dr dy. 


F5 


Les intégrales | P cos a dS, | | QcosBdS sont désignées res- 
F 


D F5 


pectivement par | | P (x, y, z) dy dz, | | Q(x,y,z)dzdzx pour les 
F5 F5 

mêmes motifs. L'intégrale de surface complète (2) se note comme 

suit : | | P dy dz+ 0 dz dx + R dx dy. 


F5 


En conclusion de ce paragraphe, généralisons les notions d’inté- 
grales de surface à une plus large classe de surfaces. 


*) L'intégrale (2) est souvent appelée intégrale de surface de seconde espèce. 
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Définition. On dit qu'une surface F est régulière différentiable 
par morceaux si l’on peut la subdiviser en un nombre fini de surfaces 
F5, i = 1,..., nr, telles que: 


1° Chaque surface F5, est une partie d'une surface régulière 


différentiable sans self-intersections ($ 6). 
2° Si les surfaces F> F5; i =Æ j, possèdent des points communs, 


ces derniers sont situés sur Îeurs frontières. 
3° Chaque surface F> a une portion de frontière commune avec 


l’une au moins des surfaces F=, j = i. 


On appelle intégrale de surface d’une fonction continue g (x, y, 2} 
étendue à une surface régulière différentiable par morceaux F l'in- 
tégrale définie par l'égalité 


je g(x, y, 2) dS = ù) A g(z, y,2)dS. 


En particulier, pour g(x, y, En l'intégrale 
S= Dee D ri as 


s'appelle naturellement aire de la surface F. 
Formulons maintenant la règle d'orientation des contours limi- 
tant une surface F= : si une surface F-— est orientée, le sens de par- 


cours de chacun de ses contours est celui qui laisse les points de cette sur- 


Z Fy. n 


Fig. 51. 


face à gauche pour un observateur placé dans le sens du vecteur uni- 
taire normal définissant l'orientation (fig. 54). 


Définition. On dit qu’une surface F régulière différentiable par 
morceaux est orientable si chaque surface F5, i—=1,...,n, peut 


être orientée de telle sorte que toutes les portions de frontières com- 
25° 
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munes à F5, et F 5» i#)j, soient parcourues dans des sens diffé- 


J 
rents. 
Une surface F régulière différentiable par morceaux est dite 
orientée si chaque surface F 5, est orientée conformément à la condi- 


tion formulée ci-dessus. 

Le flux d’un champ de vecteurs continu u (x, y, z) à travers une 
surface F régulière différentiable par morceaux est défini par l'é- 
galité 


[| (u, n)dS= Ÿ { | (u, n)dS. 


i=1 À= 
D; 


$ 8. Formule de Stokes. Conditions de potentialité d’un 
champ de vecteurs dans l’espace 


1. Formule de Stokes. Soit F une surface régulière deux fois dif- 
férentiable sans self-intersections définie par l'équation 


r—r(u,v), fu, v}EG, 


où G est un domaine simplement connexe. Soient €” & G un contour 
fermé simple deux fois différentiable d'équations paramétriques 


u=ut(t),, v=v(t), a<t<b, 


D un domaine fermé borné de frontière C’. OnaD&G, puisque G 
est simplement connexe. Sans restreindre la généralité, on peut ad- 
mettre que lorsque le paramètre t croît, le contour C’ est parcou- 
ru dans le sens direct (le domaine D reste à gauche). 

L'équation r —r(ut(t), v(t)}, a<t<b, définit un contour 
fermé simple C situé sur F. Soit F>; la portion de surface F contenue 
à l'intérieur de C. 

Orientons la surface F par le vecteur unitaire normal 

[rés ro) 


= ——-—- = {cos ax, COS cos 
ee er CE 


(cos? &« + cos® B + cos* y = 1). 


[1 est aisé de voir que lorsque t croît, le contour C est parcouru dans 
le sens qui laisse la surface F- à gauche pour un observateur placé 


dans le sens du vecteur normal unitaire n. 
Puisque 
Zu | 
Ty Yo 


? 


+ br 
Yo 2 12 


[ru, r] = 
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(on admet que le système de coordonnées zx, y, z est direct) et 
[tre rJI=VEC-F 


(cf. $ 6), on a 


Cod a 1 
V'EG—F? |Yÿe |’ 

CO pe — de M (1} 
V'EG=F? |% 2% 

cos ÿ = — |} Tu Vu 6 
V'EG—F? |% yo 


On admettra qu'il est possible de se servir de la formule de Green 
sur le domaine fermé D. 


Théorème 14.23. Soit 
u(z, y, z) = {P (x, y, 2), Q (x, y, 2), R (x, y, z)} 


un champ de vecteurs continüment différentiable sur la surface F. On « 
alors la formule de Stokes 


[| (( 5-5) cosa+ (5) cos B + 


D 


+ (5) cos y) ds — | Pdrz+Qdy+Rdz, (2) 
C 


où F5et C sont respectivement la surface et le contour décrits 


plus haut. 
Démonstration. Calculons tout d'abord l'intégrale de sur- 


face (| (Ricosa—R:cosB) dS. D'après (1) et la définition de 
Fr 
D 

l'intégrale de surface, 


| | (R; cos a— R: cos f) dS — 


{IC 


ï [Ja 3 
D à u du. (3) 


Yu Zu 
Yo Z 


? 


x 
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On a l'identité suivante: 


Y: z° Z: x: 
R;| 7 !|—R;|; .|= 
Ur Zo Z TL 
= (Rite + Ryu) 20 — (Rite + Rio) zu = 
5R LA # ’ ôR La ’ ’ 
= (+ zu) m—(<—R:x) Zu = 
8R , Ô0R , à [3% ëz = 2 
ou à (R Fe) —; S(À SE) 


où R{u,v)=R(z(u, v), y(u, v), z(u, v)). 
En appliquant la formule de Green à l'intégrale du second mem- 
bre de (3), on obtient 


13e cos a— À, cos B) dS = IT Car (RS) 


— À (RSE)) du = [ RS du + Rp dr | Rdz. (4) 
De façon analogue, 


\] (PicosB — P:,cos y) dS — \ P dx, (5) 
| | (Q: cos y—Q: cos a) dS — | Q dy. (6) 
F5 C 


En ajoutant les égalités (4), (5) et (6), on obtient la formule de Sto- 
kes (2). C.Q.F.D. 


Définition. Le champ de vecteurs 
OR _0Q GP ôR GQ_ 2P a 
“dy  Ôz ? ôz 0x ? Ôôxz 0y 
s appelle rotationnel du champ de vecteurs différentiable u (x, y, :) = 
= {P, Q, R} et se note rot u. 


Remarque. La formule (7) peut être écrite sous la forme symboli- 
que : 
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où i, j, k sont les vecteurs unitaires des axes de coordonnées. D'où 
la notation 


rot u = [Y, ul, 


: a à ô 
où Vlr ge Je 

En se servant de la notion de rotationnel, on peut écrire la for- 
mule de Stokes (2) sous la forme 


N (rotu, n) pal (u, dr), 


F5 


où dr — {dx, dy, dz} 


L'intégrale curviligne | (u, dr) s'appelle circulation du champ 


C 
de vecteurs u suivant le contour C. 

Donc, en vertu de la formule de Stokes, la circulation d’un champ 
de vecteurs suivant un contour fermé est égale au flux du rotationnel 


de ce champ à travers la surface limitée par 
ce contour. 


Remarque. La formule de Stokes permet rotu 
de donner l'interprétation physique suivante 
du rotationnel d’un champ de vecteurs. 
On traitera le champ de vecteurs u (x, y, 2) 
comme un champ stationnaire de vitesses Fig, 52 
d'un liquide. Soient F> un disque de rayon R dE 


centré en {Zo, Yo 20}, n le vecteur unitaire normal, C le cercle li- 
mitant F> (fig. 52). Le long de C on a dr = * ds, où v est le vecteur 


unitaire tangent et s, un paramètre intrinsèque. Donc 


(u, dr) = Î (u, v)ds. 


Le produit scalaire (u, +) représente la composante de la vitesse tan- 
gente au cercle. La quantité 


v(R)= | (u, dr) = | (u, +) ds 
C C 


est la valeur moyenne de la composante de la vitesse tangente au 
cercle. D'après la formule de Stokes, 


v(R)= | | (rot u, n) dS. 
F= 
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Le théorème de la moyenne nous dit que 


v(R)= _— (rotu,n), nR=— (rotu, n),, 
où +exprime que le produit scalaire est calculé en un point du dis- 
que F=. 
Le nombre 


& (R=229 25 (rotu,n), 


est la vitesse angulaire moyenne de rotation des particules de liquide 


autour de la normale n. 
En faisant tendre R vers 0 dans cette égalité, on obtient 


&y= lim © (PR) = (rot u, n, 
R—0 _ 


où l'indice O0 exprime que le produit scalaire est calculé au point 
{Zos Yo: Z0o}- Donc la vitesse angulaire instantanée de rotation des 
particules de liquide autour de la normale n est égale à la moitié 
du projeté du vecteur rot u sur le vecteur n. La vitesse angulaire est 
maximale lorsque le vecteur n est colinéaire à rot u, c'est-à-dire 
lorsque le plan portant le disque F5 est perpendiculaire à rot u. 


2. Conditions de potentialité d’un champ de vecteurs dans 
l’espace. | 
Théorème 14.24. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
champ de vecteurs u (x, y, z)= {P (x, y, z),Q (x, y, 2), R (x, y, 2)} 
continu dans un domaine G € E, soit potentiel est que l'intégrale cur- 
viligne 
| Pdz+Qdy+Rds 
IL 
ne dépende pas du chemin L joignant deux points quelconques de G. 
Démonstration. La condition nécessaire a été établie 
dans le théorème 12.3. Pour prouver la condition suffisante, on cons- 
truit la fonction 
{x, y, 2} 
U (x, y, z)=— | P dz+Q dy+R dz 


{xo, vo, zo} 


(l'intégration a lieu le long d’une courbe ZL € G joignant les points 
{To Yor Zo) et {z, y, z}). Puis comme dans la démonstration du 
théorème 14.11, on vérifie que U (x, y, z) est un potentiel du champ 
de vecteurs u (x, y, z2). 
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Définition. On dit qu'un domaine GC E, est un domaine sans 
trous si pour tout contour fermé simple différentiable C € G il existe 
une surface régulière différentiable (sans self-intersections) F € G 
ayant C pour bord. 


Théorème 14.25. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
champ de vecteurs u (x, y; 2) mn {P (x, y; z), Q (x, y; z), R (x, U; z)} 
contintiment différentiable dans un domaine sans irous GC E; soit 
potentiel est que 

rot u = 0, 


c'est-à-dirr que 
0R _ 0Q 6P _ 9R  ôQ  dP 
Oy  0z * Oz Or * Ôx dy 
dans G. 

Démonstration. La condition nécessaire a été établie 
dans le théorème 12.2. Pour prouver la condition suffisante conside- 
rons un contour fermé simple différentiable CE G. Soit FE G 
une surface régulière différentiable sans self-intersections de bord C. 
D'après la formule de Green, 


| Pdz+Qdy+Rd= (| (rot u, n)dS —0. 
C °F 


Ensuite, comme dans le théorème 14.12, on démontre que la fonction 
{x, y, 2) 
U(x, y, :)= | P dx+Qdy+R dz 
{xo, yo, 20} 
est un potentiel du champ de vecteurs u (x, y, z) (l'intégration 
est étendue à une ligne brisée L € G reliant les points {x,, Yo, 20} 
et {x, y, z}). 


$ 9. Intégrales triples 


1. Notion d’intégrale triple. Dans l’espace E;, considérons le 

parallélépipède 
P= {{z y 1}; a <r< bi, a Ky<b: 83 L12K ds} 
que l’on désignera comme suit: 
P = (a, b,] X (a, b,l X as, b3l. 

Soient {Zo, . .., Zn}, To — js Tn —= by, {os - - . Yp} Yo = er 
Yp = gs {Zos + + «+» Zq}r 20 — As Za = ds, des subdivisions respec- 
tivement des intervalles [a,, b,], [a,, b.] et [as, bal. 


39%4 INTÉGRALES MULTIPLES ET LEURS APPLICATIONS  [CH. 14 
Considérons les parallélépipèdes 


Pau = Tr, Thu X [ya Yasal X [z, 5542), 


k=0,....n—14, 1=0,...,p—1, j—=0,..., g—1. 


L'ensemble de ces parallélépipèdes sera appelé subdivision du 
parallélépipède P et noté 7. 


Le nombre 
R(T)= max V(Am)?+ (Au) + (Az) 
D oi 
0j < <g—1 


Êtn = Th+1 — Th AYi = Yi — Yu Az; = Zj+1 — fs 


s'appelle diamètre, ou pas, de la subdivision T. 
Soit f (x, y, z) une fonction définie sur P. La somme 
n=1p-1q 


o(T) = à > > LACS M L5) Azx Ar A5;, 


OÙ {Ex, Nr 61} E Puis, S’appelle somme intégrale. 


Définition. Un nombre 7 s'appelle intégrale triple de Riemann 
de la fonction f (x, y, z) étendue au parallélépipède P si pour tout 
e >> 0 il existe un 6 => 0 tel que pour toute subdivision T de P 
de pas hk (T) < 6 et pour un choix arbitraire des points{E,, nr, 65} € 
€ Puy on ait 


n—i{p-in-1 


à 22 2 Î (Ex Mn Gi) Azn AyrsAz;—1|<e. 


On écrit alors 


I= lim o(7). 
ACT) 
L'intégrale triple se note 


l= | | HE y, 5) dx dy ds. 
P 
Si l'intégrale triple JE Î(x, y, 2) dx dy dz existe, la fonction 


f (x, y, 2) est dite intégrable-Riemann sur le parallélépipède LP. 


our qu’ une fonction f (x, y, z) soit intégrable sur P, il est né- 
cessaire qu'elle soit bornée. 
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Supposons que f (x, y, z) est bornée sur le parallélépipède P. 
Posons 


Mu = sup f(x, y, 2), mMmuy=inf f(x, y, 2). 
PRij Pris 
Les sommes 

n—1 p—-1 q—i 


S(T)= 2 À D» MushzAyAs, 
R=0 1=0 j3=0 
n—1 p—1 qg- 


1 
s(T)=Y 2» 2 MpiJATRAYIAZ; 
R=0 Im0 j=0 


s'appellent respectivement sommes supérieure et inférieure de Darboux. 


Théorème 14.26. Pour qu'une fonction f (x, y. z) bornée sur P 
soit intégrable-Riemann, il est nécessaire et suffisant que pour tout 
g >> 0 il existe une subdivision T de P telle que 


S(T)—s(T) <e. (1) 


L'inégalité peut encore s’écrire : 
n—1 p-1q-1 


à» D OpryATRAYIAZ; < 8, 
km {m0 je=0 


où Op = My — Mary est l'oscillation de f (x, y, z) sur le parallé- 
lépipède P, Lj: 

Soit QJun ensemble borné de Æ;. Choisissons le parallélépipède 
P = [a;, bi] X [a,, b,l X (as, b3l tel que Q & LP. 

Soit f (x, y, z) une fonction définie sur Q. Posons 


f(x, y; 2) si {z, y; z}EQ, 
F(&, y, D = | 0 si {xz, y, z}E PXQ. 


Définition. La fonction f (x, y, z) est dite intégrable sur l’en- 
semble Q si la fonction F (x, y, z) l’est sur le parallélépipède 2. 

On appelle intégrale de Riemann de la fonction f (x, y, z) sur 
l'ensemble Q l’intésrale définie par la relation 


if f(x, y, 2) dz dyde= | | | F(2, y, 2) dr dy d£. 
Q P 


L'intégrale triple jouit des propriétés 1 à 7 de l'intégrale double 
formulées au $ 1 
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2. Mesure de Jordan. 
Définition. Un ensemble borné Q © E, s'appelle mesurable- 
Jordan si existe l'intégrale triple 


| [Sardyar=u(Q), 


Q 


c'est-à-dire si f (x, y, z) = 1 est intégrable sur Q. 

Le nombre u (Q) s'appelle mesure de Jordan ou volume de l’en- 
semble Q. Il est évident que u (Q) > 0. 

Soit F le bord de Q. 


Théorème 14.27. Pour qu'un ensemble borné Q soit mesurable- 
Jordan il est nécessaire et suffisant que u (FF) = C. 

Il est commode d'utiliser les théorèmes suivants pour établir la 
mesurabilité des ensembles rencontrés dans les applications. 


Théorème 14.28. Si Q, et Q, sont des ensembles mesurables tels que 
h (Q1 NQ:)=0, alors 


u (Q1 UQ:) = p (Q;) + u (Q2). 


En particulier, cette égalité a lieu si Q, NO, = GS. 


Théorème 14.29. Le graphique d'une fonction z = f (x, y) con- 
tinue sur un rectangle [a, b] X Îc, d] est de mesure nulle. 


Théorème 14.30. Toute surface régulière différentiable bornée sans 
self-intersections dont le bord est composé d’un nombre fini de contours 
simples est de mesure nulle. 


Théorème 14.31. Tout ensemble borné dont le bord est composé 
d'un nombre fini de points, de courbes différentiables et de surfaces 
décrites dans le théorème 14.30 est mesurable. 


3. Fonctions intégrables. 

Théorème 14.32. Si une fonction f (x, y, z) est bornée sur un en- 
semble mesurable Q et si l’ensemble de ses points de discontinuité est de 
mesure nulle, alors elle est intégrable sur Q. En particulier, une fonc- 
tion continue bornée est intégrable sur Q. 


4. Réduction d’une intégrale triple à une double. 
Théorème 14.33. Soit f (x, y, z) une fonction intégrable sur l’en- 
semble 


Q — {{z, y; z}; Z1 (x, Y)L2< 29 (x, y), {z, y} € D}, 


où D est le projeté de Q sur le plan zOy, z, (x, y) et z, (x, y) des fonc- 
tions définies sur D (fig. 53). 
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Si pour chaque point {x, y} € D existe l'intégrale de Riemann 
za(x, y) 
Ia = | fl, y, dd, 
z1(X, Y) 


alors l'intégrale double de Riemann 


[7 Waray=\\ (Ti "en à) dx dy 
D 


D z1(X, y) 


existe aussi et l’on a l'égalité 


: za(x, v) 
ilfe v, das ayas= [1 ( | fe y, pas) érèr 2) 

Q D ‘zx, y) 
nn Soit Q —{{x, y, 2}; ++ < R'}={{x, y,1}; 
— VRP <I<VR—E— y}, {z, y} E D} (D = 


| Z=Z,(X,y) 


Z=2,(X,Y) 


Fig. 53. 


— {{z y}; à + y*  R°} est un disque) une boule de rayon À. 
D’ après (2) le volume de Q est 


u (Q) = | [farayar= 
Q 


VE 
=[{( | de a ay =2 [ [VF Far dv 
D y=rR 


En passant aux coordonnées polaires z = r cos @, y = r sin q, on 
obtient 


u (Q)=2 ji rV R?—r? dr dg — sn | VAR dr=+nRs. 


0<p<27 
0GrER 
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9. Formule de changement des variables dans l’intégrale triple. 
Soit 


z=z(E,n, dy =uy(E, n, &), z2=2(E, n, à) (3) 


une application bijective continüment différentiable d’un domaine G’ 
de l'espace (£, n, £) sur un domaine G de l’espace (x, y, z) dont le 
jacobien 


0x ox Ôz 
dŒ mm À 
Go) (62) Ô 
J(E, n, &) = 4 or a Æ 0. 
ds Oo 
dŒ on 


Soient D’ © G’ un domaine fermé mesurable-Jordan, D son image 
par l'application (3). On a alors la formule suivante de changement 
des variables dans l’intégrale triple: 


j] jit y, 2) dx dy dz = 
D 


= [| | f(z(E, n, 6), y(E, n, 0), z(E, n, CO) IJ(E, n, | Œand, 
D’ 
(4) 


où f (zx, y, z) est une fonction continue sur D. 


Exemples. 1. Considérons les formules de passage des coordonnées 
cylindriques aux coordonnées cartésiennes: 


z=rcos,y=rsinp, z=2z(r>0,0< p< 2x). 


Dans ce cas 


cosp —rsinp 0 
J(r, ®, :)=|sin p rcosp 0|—r. 
0 0 1 


La formule (4) devient 


(TT, y, 2) az dyds= | | | rf(reos y, r sin, 2) dr do dz. 
D D’ 


2. Le passage des coordonnées sphériques aux coordonnées car- 
tésiennes est défini par les formules 


z=rsinG6 cos, y =rsin6sinp, z—rcos6, 
r>0, 0<Lp<2nr, 0LO< 7x. 
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Il est immédiat de voir que dans ce cas J (r, 6, @) = r* sin 8. La 
formule (4) est de la forme 


| TT, z) dx dy dz = 
D 


— | | \ f(rsin6 cos p, rsin6sin q, r cos) r*sin 6 dr d8 dy. 
CR 


$ 10. Formule d’Ostrogradski 


Soit D l'intérieur d'un contour fermé simple C contenu dans le 
plan z0y, D = D LC. 
Considérons dans l’espace E, le domaine fermé 


H= {{z,y,17};: A, y) <z<za(x y), {x y} EL}, 
21 (x, y) < Zo (x, y) pour {z, y} € D 
(fig. 54). : 

Supposons que la frontière F du domaine fermé H qui est com- 
posée des surfaces F, (z = z, (x, y)) et F, (2 = z, (x, y)) et, éven- 
tuellement, d’une portion de F,, surface 
cylindrique engendrée par une droite pa- 
rallèle à Oz s’appuyant sur C, est une sur- 
face régulière différentiable par morceaux. 

On dira que le domaine fermé H est élé- 
mentaire par rapport au plan xOy. L -* 

Orientons la surface F à l’aide du champ 
de vecteurs unitaires normaux extérieurs 


n = {cos «&, cos B, cos y}, 


c'est-à-dire choisissons en chaque point de 
F le vecteur unitaire normal dirigé vers 
l'extérieur du domaine fermé H (fig. 54). 

Soit u (x, y, z) = {P (x, y, 2), Q (x, y,z), R(x, y, z)} un champ 
de vecteurs continûment différentiable dans un domaine G= H. 


Fig. 54. 


Théorème 14.34. Supposons que le domaine fermé H est élémentaire 


par rapport à lous les plans de coordonnées. On a alors la formule d’'Os- 
___. 


[TT FE +< = =) dx dy dz — 


— \) (P cos a+ Q cos + R cop Se FN 1) 


& fe PA A) 
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Démonstration. D’après le théorème 14.33, 


ile # asayae= [f (° | "M a )ar ay 


D z1(X, y) 


(CH. 14 


= (TR, y, 2e D)—R(, y, 4e y) ds dy. 
D 


En vertu de la remarque de la page 386, 


{| R cos y dS — j] R(x, y, 2(x, y)) dx dy, 


Fa 


{[RcosyaS=—([[R(E, y, Z1(x, y)) dx dy. 
Fi 5 


Puisque cos y=—0 sur F,, on a 


|] R cos y dS = 0. 
Donc 


1] | dx dy di = [] R cos ydS + | | R cos y dS + 


Fo 


+ Jj R cos y dS — \ | R cos y dS. 


°F 
On démontre de façon analogue que 


Ji | + dr dy di = Ji P cos a dS, 


515 RL) à | Q cos BdS. 


(2) 


(3) 


(4) 


En ajoutant les égalités (2), (3) et (4) on obtient la formule d’Os- 


trogradski (1). C.Q.F.D. 
Définition. La Rs” 


4Q_ 
_ "dy _. 


s'appelle divergence du champ de vecteurs différentiable u (x, y, z) — 


— {P, Q, R} et se note divu. 


Si div u = 0, le champ de vecteurs u (x, y, z) est dit solénoïdal. 
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La notion de divergence nous. permet de mettre la formule d’Os- 
trogradski (1) sous la forme 


| | {div u dx dy dz = 1 (u, n)dS. (5) 


Ainsi, le flux d’un champ de vecteurs u (x. y, z) à travers la surface F 
limitant un domaine fermé H est égal à l'intégrale triple de la di- 


vergence de u étendue à H. 


Remarques. 1. On utilise souvent la notation symbolique suivante 
pour designer la divergence : 


divu—(V, u), 
v={s 0 }.. 


ôr * dy * Ôz 
2. On traitera le champ de vecteurs u (x, y, z) comme un champ 
stationnaire de vitesses d’un liquide incompressible dont la densité 
est égale à 1. D’après la formule d’Ostrogradski, la quantité de li- 
quide traversant la surface F en une unité de temps est alors égale à 


Î | Î div u dx dy dz. En prenant pour H une boule de rayon À centrée 
H 


au point r, et en se servant du théorème de la moyenne, on obtient 
grâce à (9) 


IC n) dS=divu(r,) [(azayds=+nRdivu(r), r, CH, 
F 


où F est la surface de la boule. D'où 


[{Cu, n)4s 
divu (ro) = lim —; — . 
R—0 3 rh 
La quantité 
[f(u, n)4s 
F 


_ RS 


s'appelle densité moyenne des sources du champ de vecteurs u (x, y, 2) 
situées dans la boule F7. La limite 


[f(u, n)as 
lim : 
R+0 +R 
3 rR 
est la densité des sources du champ de vecteurs u (x, y, 2). 
26—01289 


402 INTÉGRALES MULTIPLES ET LEURS APPLICATIONS [CH. 14 


Donc div u est la densité des sources du champ de vecteurs 
u (z, y, 2). 
En l'absence de sources, on a div u — 0 et la formule d'Ostro- 


gradski nous dit alors que jf, n) dS = 0, c’est-à-dire que la 


quantité de liquide pénétrant dans le volume F est égale à celle qui 
en sort. 

Une courber =r(t)= {zx({t), y (t), z(t}},a <1t< b, s'appelle 
ligne de courant d'un champ de vecteurs u (x, y, 2) si 


= u (r (t)), 


_ à la courbe r = r ({) en chacun de 
ses points est égal à la valeur du champ u (zx, y, z) en ce point. 
Considérons un contour fermé simple C € £; tel qu’en aucun de 
ses points le vecteur u (x, y, z) ne soit parallèle au vecteur tangent à 
C en ce point. Menons par chaque point du 
contour C une ligne de courant du champ 
u (x, y, z) *). La partie de l’espace inté- 
rieure à la surface Æ, formée par les lignes 
de courant s'appelle fube de courant (fig. 59). 
Le flux du champ de vecteurs u (x, y, 2) 
à travers toute portion de surface du tube 
de courant F, est nul, puisque le champ 
de vecteurs u (x, y, z) est tangent à F,et 
(u, n) = 0. D'où il résulte que le flux d’un 
Fig. 55. champ de vecteurs solénoïdal à travers toute 
section du tube de courant est constant. 
En effet, en appliquant la formule d'Ostrogradski au domaine fermé 
limité par la surface F, du tube de courant et par les sections F, et 


c'est-à-dire si le vecteur tangent 


F, (fig. 55) on obtient (puisque n, — —n) 

, aS + , n)dS = — ,n)dS , n)dS —0, 
[] (u, n,) |] (u, n) [1 (u, n) 45 + [| (u, n) 
1.e. 


[| (u, n) dS — {| (u, n)dS. 


Fi Fa 


Remarques. 1. Il est immédiat de voir que si u (x, y, z) est un 
champ de vecteurs bi-continüment différentiable, alors div rot u = 0, 


*) Dans le cours d'équations différentielles ordinaires, on démontre que 


par chaque point du contour C on peut mener une ligne de courant du champ de 
vecteurs u (x, y, 2). 
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autrement dit le champ de vecteurs v = rot u est solénoïdal. On dé- 
montre que si un champ de vecteurs continüment différentiable 
v (x, y, z) est solénoïdal dans un domaine simplement connexe *), 
il existe un champ de vecteurs bi-continüment différentiable 
u (z, y, z) tel que u = rot u. 

Le champ de vecteurs u (x, y, z) s'appelle potentiel vectoriel du 
champ u (x, y, 2). 

Le potentiel vectoriel n’est pas défini de façon unique. En effet, 
si u (x, y, z) est un potentiel vectoriel de v (x, y, z), il en est de 
même de 


u (x, y, z) = u (x, y, z) + grad U (zx, y, 2), 


où U (x, y, z) est une fonction bi-continüment différentiable. Cette 
assertion découle de l'identité: rot grad U = 0, qui est de vérifi- 
cation aisée. 

2. Tout champ de vecteurs u (x, y, z) continüment différentiable 
dans un domaine borné G € £E, peut être représenté par une somme 
de la forme 


u (x, y; 2) — (x, y; 2) + w (x, y, z), 


où v (x, y, z) est (localement) potentiel (rot v — 0) et w (x, y, 2) 
solénoïdal (div w — 0). Cette assertion est donnée aussi sans 
démonstration. 


*) Un domaine G © E, s'appelle simplement connexe si l'intérieur de toute 
surface fermée F & G est également contenu dans G. 

Une surface F & E, est dite fermée s'il existe une application bijective con- 
tinue envoyant la sphère unité 2° + y* + z° = 1 sur cette surface. 
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CHAPITRE 15 


SÉRIES DE FOURIER. 
INTÉGRALE DE FOURIER 


$ 1. Séries trigonométriques de Fourier 


Soit f (x) une fonction définie sur l'intervalle [—1x, x]. On se 
propose de déterminer les conditions sous lesquelles la fonction f (x) 
admet la représentation suivante: 


1 (x) = ++ > (a, cos nx + b, sin nx), (1) 


nz 1 


OÙ day, an et bh, n = 1, 2, ..., sont constantes. 

Chaque terme de la série (1) s'appelle oscillation harmonique. 
La formule (1) nous donne le développement de la fonction f (x) en 
somme d'oscillations harmoniques. 

Supposons que la fonction f (x) est intégrable-Riemann sur l'in- 
tervalle [—x, x]. Multiplions les deux membres de (1) par chacune 
des fonctions de la suite {1, cos x, sin x, ..., cos nt, sin nt, ... 
et intégrons terme à terme les séries obtenues sur [—x, x] (en admet- 
tant que cette opération est licite). Grâce aux égalités (qui se 
vérifient sans peine) 


EL‘ PL 4 


IT 
| cos nx dx — | sin nt dx == | cos ax sin kx dr =0, 
JT A 


PL 4 
cos nzx cos kxz dx — [ sin 2zxsin kxz dx=0 (n=k), 
27 


T 

cos? nx dx — | sintnzdz=n, K.n=1:2;.: 
TL 4 

on obtient alors 


I 
a = — | f(B cos kt dt, k=0, 1, 2, .., 
n 
nr (2) 
b, = — | f()sinntat, nt; 2: 


x 
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Des formules (2) il s'ensuit que si la fonction f (x) est paire, 
EL 


ax = | f(t) cos kt dt, k=0, 1, 2, ..…, 


U ? 
b=0; n=1, 2; 555 (2) 
si elle est#impaire 


ar = 0, k=0, 1, A ..) (2) 


ba=- | f(t)sinnt dt, n=1Â, 2, ... 
Ù 


Définition. La serie 


f oo 
_ + (a, cos nr + b, sin nzx), (3) 
na 


dans laquelle les coefficients a, et b, sont définis par les formules (2), 
s'appelle série trigonométrique de Fourier de la fonction f (x) et les 
coefficienis a, et b,, coefficients de Fourier. 


Théorème 15.1 (Lemme de Riemann). Si f (x) est une fonction con 
tinue par morceaux sur un intervalle (a, b], alors 


b b 
lim | f(x) cos Àx dr — lim} | f (x) sin Az dx = 0. 
À co À 00 


a 


Démonstration. Soient x, ..., &n, TXT, <...<x,, les 
points de discontinuité de la fonction f (x). Pour prouver le théorème; 
il suffit de montrer que les intégrales des fonctions f (x) cos Àx: 
jf (x) sin Àx prises sur [a, x], [xi, x:], ...,[x,, b] tendent vers 0 
lorsque À —> co. Soit [æ«, B] l’un de ces intervalles. Sans perdre en 
généralité on peut admettre que la fonction f (x) est continue sur [œ, BI 
(la valeur des intégrales ne dépend pas de celles prises par la fonction 
f (x) aux points & et B). Montrons par exemple que 


B 
lim | f(x) cos Àx dx — 0. 
À— 00 

œ 


Etant continue sur l’intervalle [æ&, B], la fonction f (x) y est bornée: 


IfHOISM, a <z<b, (4) 
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et y est uniformément continue. Donc, pour tout e > O0 donné, on 
peut trouver un Ô >> 0 tel que quels que soient x’, x” E [x, PB] satis- 
faisant la condition |z’ —zxz” | < 6, l'on ait 


, 3 £ 
IGN Fr : (5) 
Choisissons une subdivision {x,, 21, ..., z,}, To =, x, = f, 
de l'intervalle [«, B] de pas h (T) < 6. A 
Th+1 — TR € Ô, k = 0, : D 3-5 n — À, 
B n=1 *h+1 
| Ÿ f(x) cos 2x ds =| 5 | f(x) cos Az dz| — 
œ k=0 Xp 
ni Yhei n-i Xh+1 
= >, | (f (x) — f (xx)) cos Az dr + Ÿ 1 (x) | cosÀzdr| < 
kæ=O à h==0 À, 
n—1 The n-1 Xh41 
SD | @—f@nidz+ XX IG] | coshzaz|. (6) 
ke=O XL Ræ20 Xp 
Puisque 
we sin Àz in Àr 2 
i #1 —Sin 2 
| cos Àx dx = | | XT ? 
TR 


l'inégalité (6) nous donne, compte tenu de # et (5), 
n—1 Th+1 


B 
|f fees tzde|< 3 | ST ms a+ > sl = + . 
œ Rk=0 %, 


D'où pour [| > cr 


B 
| f (æ) cos Az dz| <e. 


Donc 
i 
lim | f(x) cos x dr = 0. 
À — 00 
œ 


C.Q.F.D. 
Ce théorème entraîne immédiatement le 
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Corollaire. Pour une fonction continue par morceaux sur [—n, x] 
lim a, — lim b, —0. 


n—+00 n +00 
Penchons-nous maintenant sur la convergence de la série de Fou- 
rier. Remarquons tout d’abord que si la série de Fourier (3) converge 
sur l'intervalle [—x, x] vers la fonction f (x), elle converge (puisque 
ses termes sont périodiques) vers une fonction périodique sur la 
droite numérique tout entière. En particulier, f (—x) = f (x). Cette 
fonction est le prolongement périodique de période 2x de la fonction 
f{ (x). On admettra donc qu'est donnée sur la droite numérique une 
fonction f (x) 21-périodique, intégrable sur l'intervalle [—x, x] et 
qu'elle est justiciable de la série de Fourier (3) avec des coefficients 
définis par les formules (2). 
En vertu de (2) la somme partielle 


Sh (x) — + + ÿ» (a, cos kzx + b, sin kx) 
k=1 


de la série de Fourier peut être mise sous la forme 


Sh (x) =— (++ Dr (ns cos ke +-sin sin ke (1) dt = 


k=1 


x n 
=+— [(4+ D co #2) (4 
k=1 

Grâce à la formule *) 


++ >, cos kx — (7) 


hk=1 


(pour x — 2mx on admet que le second membre est égal à r + 1/2), 
on obtient l'expression suivante de S, (x): 


*) Pour obtenir cette formule, il faut ajouter les égalités 


: ZT 9 e L Q e T _ : z 
pe or ge og = Sn : 


, 1 : 1 ns 
.., Sin RÉ z—sin{n—-)z—=2sin-cosnsz. 
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Le changement de variables { — x — u nous donne 


Sn (x) rs 


re 2 sin 


po du. 


Puisque l’intégrant est une fonction 2r1-périodique, l'intégrale prend 
la même valeur sur tout intervalle de longueur 21. Donc 


; - sin (n+—)u 
Sn (= | — 1j (x+0) du 
T7 2 sin — 
1 1 
0 sinfnt—}u 7 +=) u 
1 " 2 2 
= — Dee 2 PP TE Les he sl Va = f(x + u) du. 
“x 2sin-- ll 2sin —- 
En faisant le changement u = -—v dans l'intégrale étendue à l'in- 
tervalle [—x, 0], on obtient la formule suivante: 
! T sin nl RE À 
Sa (De — 5 — 1-0) dt 
(1) _ in 
1 
4 sinfn+—|u 
++ ( x) f(z+u) du — 
FT 9 «; u 
U 2 SIN — 


(f(z+u)+f(xz—u)) du. (8) 


Théorème 15.2. Soit f (x) une fonction 2x-périodique, continue par 
morceaux sur l'intervalle |—x, x] et admettant une dérivée à droite 
et à gauche *) en chaque point (y compris aux points de discontinuité). 
Alors la série de Fourier (3) de la fonction f (x) converge partout et sa 
somme est égale à f(x) aux points de continuité de f(x) et à 


IER0TIE N aux points de discontinuité. 


*) Sizest un point de discontinuité de f (x), les dérivées à droite et à gauche 
sont définies respectivement par les égalités 
f{@= lim PERS ERERN, 


f_! (z)=— lim Î{ (x + Az) — + (z — 0) 


Ax—+0—0 Az 
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Démonstration. L'identité (7) entraîne 


sin (n++)u 


| CES 


du = —, 


Donc en vertu de (8) 
S,(x)— RERIRIE 0 = 


FT sin ie 
jet) 


: G(z+u)+f(x—u)—f(z+0)—f(z—0)) du 


Les (r ++) D ER ECO du + 
on ü 2 sin + 
1 C | 
sis | sin (n+—) 


0 


PP A tm) D 


: U 
2sin CI 


+ {noan(rtt)uastt Tr@an(ne tea 0 
0 


F, (u) = f(z+u)—f(z+0) F; (u) = f(z—u)—f(z—0) ; 


. Uu . U 
2 sin — 2 Sin —- 


Ces fonctions sont continues par morceaux sur l'intervalle [0, x]. 
En effet, la fonction F, (u) (resp. F, (u)) présente des discontinuités 
de première espèce aux points de discontinuité de f (x + u) (resp. 
de jf (t — u)). Les fonctions F, (u) et F, (u) peuvent être supposées 
continues pour u = 0, puisque les limites 


[72 
lim Fr; (u) = lim Te+tu—fe+0 2 = + (x), 
u—0+0 u—0 +0 u sin Eur 
2 
ne 
lim F(u)= lim EU 2; fr) 
u—r0—0 u—0—0 Li sin 


existent par hypothèse. 


410 SÉRIES DE FOURIER. INTÉGRALE DE FOURIER (CH. 15 


D'après le théorème 15.1, les deux dernières intégrales de la 
formule (9) tendent vers 0 lorsque 7 —+ co. Donc, pour tout x, 


lim 5, (x) =-ERIRIE Q 


En particulier, si f (x) est continue en x, alors f (x + 0) —f (x —0) — 


— f(x) et lim S, (x) = f (x). C.Q.F.D 
Exemple. Trouver la série de Fourier de la fonction f (x) = x, 
r<z<r. D'après les formules (2”), 


a; =0, 


x T 
2 : 2 
bn = | x sin AT dx — | xd cos nx — 
ni in 
( 0 


EL 9 
I 
— —{zcosnz| + —_ | COS NT dr — 

nd 
nn - - 2 Si pq À 
= — COS AN + sin nz |" =(—1}4—. 

La série de Fourier est de la forme 

2 > (= 1) RER (10) 


D'après le théorème 15. 2. 


__ 22 = gps SRE (11) 


pour —xr «TZ x << nr. La somme de cette série est nulle en x = +. 
Le graphique de la somme de la série de Fourier (10) est représenté 
sur la figure 56. 


Fig. 56. 


En faisant x = x1/2 dans (11), on obtient 


ne FE 1 1 1 
=> DRE 0 ls gi 
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Considérons la suite 
Oh (x) _ So(r)+S1(z) +... +Sn-1 (x) 


n 


des sommes partielles arithmétiques moyennes de la série de Fourier. 
En vertu de (8), 


A n=1l;sin (a+ D E 


(= |}X ((z+u)+f(z—u)) du = 


0 k=0 2sin _ 
x | sinn— - 
= | _—_".) ETUIS). (42) 
nr sin — d | 
u 2 
On s’est servi de la formule *) 
n— 1 Sn 
: 2 
> sin (4 + +) U = —— 
hk=0 sin 


Théorème 15.3. (Fejér). Soit f (x) une fonction continue 2n-pé- 
riodique. Alors la suite {o, (x)} converge uniformément vers la fonction 
f (x) sur la droite numérique tout entière. 

Démonstration. L'égalité (12) nous donne pour f (x) = 


= 1 
T Sn _ 
a Eu | du = 1. (13) 
nn . u 
0 Sn 
Donc 
y Sfsors \ fat) 
1on 1 = | 5) (EE; (5) du < 
0 Sin 


sin n — 
2 
u 


u 
<— (RE) perague=s fo |du+ 


2 
; (22) 
+ (| —- 
Ô Sin 


(le nombre 8 € ]0, x [ sera choisi plus bas). 


un 
E} 
rl 


JERORIC D __ ; (3) | du (14) 


*) Pour obtenir cette formule, il faut sommer sur k les égalités 


2 sin (#++) u sin = cos ku — cos (k + 1) u. 
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Soit donné € >> 0. Etant continue et périodique, la fonction f (x) 
est bornée: | f (x) | < M, et uniformément continue sur la droite 
numérique tout entière. Il existe donc un 6 € | O0, x [ tel que pour tous 


Fig. 57. 


# 


les zx’, zx” vérifiant la condition |z — zx" |<6, l'on a 


|f(z)— f(x") 1 < e/2. Donc 
ER 7 (2) | < HER 7e de 


Fe ee. 0Lu<6, 


ct en vertu de (13) 


2 
ô u 
lil +) 
Lie . u 
U 


sin D / 


RENE 0 —f (a) |du< 


s u 
Utilisons l'inégalité évidente (fig. 57) 
L (73 U 
sins>—, 0Ku<x, 


pour majorer la deuxième intégrale de (14): 


y {sin Ÿ F(zbu)+fte—u) 
7 | as  EROERE RL ; (x) du< 
2 


x 
| È 2M 21xM LEE £ 
Sr) EME ne (<< <Z (16) 
r° 


pour 
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Des inégalités (14), (15) et (16):il résulte que pourtoutzetn > N 
Ion) —fGI<e, 


c'est-à-dire que la suite {o, (x)} converge uniformément vers la 
fonction f (x) sur la droite numérique tout entière. C.Q.F.D. 


Remarques. 1. Il existe des exemples montrant que la continuité 
d'une fonction périodique f (x) ne suffit pas à elle seule à assurer la 
convergence de la série de Fourier correspondante. Mais d’après le 
théorème prouvé, la suite des sommes partielles arithmétiques moyen- 
nes de la série de Fourier converge et de plus uniformément vers 
la fonction f (x) sur toute la droite numérique. 

2. Tout ce qui a été dit sur les fonctions définies sur l'intervalle 
[—x, x] (ou 2x-périodiques) se généralise naturellement aux fonc- 
tions définies sur un intervalle [—{, !] (ou 2l-périodiques). 

La série de Fourier de telles fonctions est de la forme 


“45 (an cos 
i 


quant aux coefficients de Fourier, ils sont définis par les égalités 


Tanr 
l 


— + b,, sin 


l 
ni + [F0 cos FE at, k=0, 1, 2, ..… 


ba 


Il 
—| ere 
Co 

te 

PP, 

LE 
un 

bas o 

[= | 

a 
ss | 
— 
er 
ae 
ps 
| 
bee 
Le 


A titre d'application du théorème de Fejér, on se propose de prou- 
ver le 


Théorème 15.4 (Weierstrass). Soit f (x) une fonction continue sur 
un intervalle [a, b]. Pour tout e >> 0 il existe alors un polynôme P (x) 
Lel que 


IfG@—-PG)I<e 


pour xE€la, b]. 
Démonstration. Considérons la fonction composée 


g(=f(a+ 60), (17) 


qui est définie et continue sur l'intervalle (0, x]. En la prolongeant 
par parité à l'intervalle [—x, 0 [, soit 


g (t) = g (—{}, —r Lt<O, 
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et ensuite périodiquement (avec une période 2x) à la droite numé- 
rique tout entière, on obtient une fonction (que l’on notera aussi 
g (t)) qui sera visiblement continue sur la droite numérique tout 
entière. D’après le théorème de Fejér, pour tout e& > 0 on peut 
exhiber un terme de la suite {0, (t)} tel que 


|g (6) — on () 1 < e/2 (18) 
quel que soit {. La fonction 6, (t) qui est une combinaison linéaire 
finie des fonctions 1, cost, sin f, ..., cos (r — 1) ?, sin (n —1)t 


peut être représentée par une série de Taylor qui converge unifor- 
mément sur tout intervalle fermé de la droite numérique. Soit Q (t) 
une somme partielle (un polynôme) de la série de Taylor telle que 


[On 4) —Q (G)1< e/2 (19) 
pour { € [0, x]. Alors, en vertu de (18) et (19), 
[g—QOI<Ig D —ox D I+lox: EH —Q(I<e 
pour #€[0, n]. En faisant tn — , P()=Q(x a), on 
obtient en vertu de (17) 
If) —P(@l<e 
pour z € [a, b], où P (x) est un polynôme. C.Q.F.D. 


Corollaire. Toute fonction f (x) continue sur [a, b] est la limite 
d'une suite de polynômes convergeant uniformément sur [a, b 

En effet, d'après le théorème prouvé (avec & — 1Â/n), il existe 
une suite de polynômes {P, (x)} telle que 


[f @) — Pr G)1<1/n 


pour æ € la, b]. Il est évident que P, (x) Æ f (x) sur [a, bl. 


$ 2. Séries de Fourier suivant 
un système orthogonal de fonctions 


Soit Q ([a, b]) l'ensemble de toutes les fonctions continues par 
morceaux sur {a, b]. Cet ensemble est stable pour l'addition et la 
multiplication par un nombre. 


Définissons le produit scalaire de deux éléments quelconques 
f,g€Q (la, b]l) à l’aide de la formule 


b 


(f, 8)= | f(x) e(x) dx. 
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Il est immédiat de vérifier que le produit scalaire possède les 
propriétés suivantes: 


G, 82 = NN, (+8 h) =, h)+(,h), (1) 
Qf, 8) =2(, 8), G, f) > 0. 


Des éléments f, g € Q (a, b]l) sont dits orthogonauzx si (f, g) —0. 
Le nombre 


If = VC, = y jrs 


s'appelle norme de l'élément f € Q ([a, b]). 
Comme dans l’espace euclidien, on appelle distance des éléments 
f, g€Q (la, b]l) le nombre 


gl = | (f (x) —g (x)} dr. (2) 


b 
La quantité | (f (x) — g (x))° dx est l'écart quadratique moyen 


a 


de la fonction f (x) à la fonction g (x). Signalons que si [| f — g || — 0, 
les fonctions f (x) et g (x) prennent des valeurs différentes au plus en 
un nombre fini de points. Aussi est-il commode de munir l’ensemble 
Q (fa, b]l) de la relation d’équivalence (identification) suivante: 
les fonctions continues par morceaux f (x) et g (x) sont équivalentes 
si elles prennent des valeurs différentes en un nombre au plus fini 
de points de [a, b]. On désignera encore par Q (la, b]) l’ensemble 
obtenu par cette identification. 

L'ensemble Q ([a, b]) muni de la distance (2) s'appelle espace 
des fonctions continues par morceaux à métrique quadratique. 

De même que sur l’espace euclidien ($ 6, chap. 2), sur l’espace 
Q ([a, b]l) les relations (1) entraînent l'inégalité de Cauchy-Bounia- 


kowsky 
G, 8) < G, f) G, 8) 
ou, de façon détaillée, 


b b b 
( À ft) 8 (a) a} <( Î F() ax) | &() as). (3) 
Définition. On dit qu’une suite {1} € Q (la, b]) forme un sys- 
tème orthogonal de fonctions sur [a, b] si (qx, p;) —0 pour # Æj 
et (qu, pr) Æ 0, k,j — 1,2, ... 
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Des calculs élémentaires montrent que la suite 


II s 1€ 2 TI s 
4, COS——, Sin——, ..., cos , sin — , (4) 


est un système orthogonal de fonctions sur l'intervalle [—{, I]. 
Considérons la série de Fourier d’une fonction f (x) continue par 
morceaux sur [—/, l]: 


++ à (an cos —— + b, sin = : 
n=1 
où 
1 k 
GR 7 | (2) cos = dx, k—=0, 1, 2, ..., 
=! 
l (5) 
ba=+ À f (æ)sin —— dr; n=t;2; as 
21 
Puisque 
1 1 112 = 22, [cos az | =1, [sin See, n=1,2, 
il vient 
a LD (# cos 1 ) 
2 HART ” cos 27 F 
l 
(1. sin = ] 
br — nas (2 n = À, 2 
| sin j | 


Ceci nous inspire la définition générale suivante. 


Définition. On appelle série de Fourier d'une fonction f (x) de 
Q (la, bl) suivant le système orthogonal {q:} la série 


> ChPhs 
où 
b 
— Ÿ f(x) qu (x) 4x 
= * R Re ne _— 
Ron ; . k=1, 2, .…. (6) 
Î pé (x) dr 


Les nombres c,; sont les coefficients de Fourier. 
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Théorème 15.5. Soient {p.} un système orthogonal de fonctions 
sur [a, bl], 


Sn (2) = À cuqa (2) 


une somme partielle de la série de Fourier de f € Q (la, bl), 


Ta (a) = À Auqa (a), (7) 


où À, sont des constantes. Alors 


If — Sa SU — Tall, 


l'égalité ayant lieu si et seulement si 
AC}; ht: : on: 


Donc, de toutes les combinaisons linéaires (7), la somme partielle 
Sh (x) de la série de Fourier est celle qui donne la meilleure approxi- 
mation quadratique moyenne de la fonction f (x). 


Démonstration. En vertu de (1), (6) et de l’orthogona- 
lité du système de fonctions, 


MT = (1 Ag —Ÿ Aiqx) = 
j=i R=1 


n 


=IFIP+ 2 Aller —2 À A (f, qu) = 
=NIEE D Ale —2 Z Arcuii qu ir. (8) 


En admettant que À, — cy, À —= 1, ..., n, on obtient 


n 


MS RUE À cé qu IE. (9) 
En retranchant (9) de (8) on trouve 
MTS, 1 = > (A0 || qu 220, 
c'est-à-dire 
Nf— TZ — SA, 


l'égalité étant visiblement réalisée si et seulement si 4, = c,, k — 
= À, ....) D. C.Q.F.D. 


21—01289 
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Théorème 15.6. Soient {:} un système orthogonal de fonctions sur 
[a, b], cx les coefficients de Fourier d'une fonction f € Q (la, b]). 


Alors la série À c£ || x Il converge et vérifie l'inégalité de Bessel 
Po 00 b 
D qu PSI TI | FC) dz. + (10) 
k=— 1 a 
Démonstration. De l'égalité (9) il s'ensuit que pour tout 


2 Il pa IF SI. 


Donc la série Ÿ càllq,ll? converge et l'on a l'inégalité (10). 
K=1 
C.Q.F.D. 
Remarques. 1. La convergence de la série >) c[|qall? impli- 
R=1 


que en particulier que Un A Ck | Px [| = 0. 


2. Pour le système DELRoconel de fonctions trigonométriques (4) 
l'inégalité de Bessel pet être mise sous la forme 


Lt LS (a LD) < + {re dx, 


n=- | 


où 44 et b, sont définis par les formules (5). 


$ 3. Convergence en moyenne 


La distance définie (par la formule (2) du $ 2) entre les éléments 
de l’espace Q (la, b]) permet de munir ce dernier d’un nouveau type 


de convergence. 


Définition. On dit qu'une suite {f,} d'éléments de Q (la, b]) 
converge en moyenne vers un élément f € Q (la, b]}) si 


lim || fn — f 11 = 0 


1i— 00 
Remarque. Une suite {f,} € Q (la, b]l) ne peut tendre que vers 
une seule limite en moyenne. En effet, si une suite {f,} convergeait 
en moyenne simultanément vers f et f”, on aurait 


OSNf— PUS — fall + fn —f UN). 
*) On s'est servi de l'inégalité || f + Nf+ gi qui résulte des 


gI<I 
propriétés du produit scalaire || f + g I = (+ 8. f + 8) = NF + 2 (4 8)+ 
+ Mel SU +2N/ Ile + Ne = MANU + NE IN. 
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En faisant tendre nr vers oo, on obtient 


OI —/f IS 0. 
Donc, f = j:. 


Définition On dit qu'un système orthogonal de fonctions {w,} € 
€ Q (la. b]l) est complet (dans l’espace Q (la, b]) si la série de Fou- 


rier (suivant {w,}) de toute fonction f € Q (la, b]) converge en 
moyenne vers f. 


Théorème 15.7. Pour qu'un système orthogonal de fonctions {ç,} € 
€ Q ([a, b]) soit complet, il est nécessaire et suffisant que pour toute 


fonction f € Q (la, bl) 


D GI px IE = ISF, (1) 
où c, sont les coefficients de Fourier de f suivant le système {,}. 

Démonstration. Toute fonction fE€Q (la, b]) vérifie 
l'égalité (9) du $ 2: 


IS, = Ù del. (2) 


R=1 


où S, (x) est la somme partielle de la série de Fourier de la fonction 
f (x) suivant le système orthogonal {,}. 
Si la série de Fourier converge en moyenne vers f, on a 


et en vertu de (2) 


VV 2 ° 
À & ll ox IP IP. 


Inversement, si l'on a (1), alors 
n 
im ZX ler I FI 


n—>x Rk— 
et d'après (2) 
limi|f—S, || =0, 


11 — C0 


autrement dit la série de Fourier converse en moyenne vers f. C.Q.F.D. 


Remarque. La relation (1) exprime que l'inégalité de Bessel se 


transforme en égalité dans le cas d'un système de fonctions orthogo- 
nal complet. 


27% 
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Théorème 15.8. Soit {p:} & Q (la, bl) un syslèrne de fonctions 
orthogonal complet. La série de Fourier Ÿ hPa de toute fonction f € 
h= 


EQ (la, b]) s'intègre terme à terme *), c PES dire que 


20 B 
| ras - D a mdr aga<p<e. (3) 
h=1 & 


Démonstration. Fe les inégalités suivantes : 


n p n 
(tas en | qr (x) dx <il—S avt lar< 
& h=1 © 7 h=1 


b n PORC ES 7 
<ffa-Danwla<g/ |(@->ane)g/ [ar 
k=1 [| a h=1 ] a 


u 


La dernière inégalité résulte de celle de Cauchy-Bouniakowsky pour 
g(z)=1. Donc 


ni 


B B 
freadr-S à [mal < 


b n 


<V b—a V | (7 (x) — > Chr (x))' dx. (4) 


a k=1 


Puisque la série de Fourier Ve converge en movenne vers la 
2 hr À 
{= 


fonction f(x), on a 
lim f (x) — >, Chr @) dx — (. 
7 h==1 
En faisant tendre » vers œ dans (4). on obtient la relation (3). C.Q.F.D. 


Théorème 15.9. Les fonctions 
ne. $ AT Anz . nr 
S S ne (5) 


forment un système orthogonal complet sur l'intervalle |—I, 1]. 
Démonstration. Soit donnée une fonction continue par 
morceaux f € Q (la, bl) et soit e > 0. Construisons sur l'intervalle 


*) On remarquera que la série de Fourier n "est pas astreinte à converger 
simplement vers la fonction f (r) sur [a, b]. 
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Le 
D 
pas 


{—1, !] une fonction continue g (x) satisfaisant la condition g (—!) — 
= g (l) et telle que 


EE 


NF gli = V fue-eure<e. (6) 


-{ 


Pour g (x) on peut prendre une fonction confondue avec f (x) partout 
sauf dans des voisinages assez petits des points de discontinuité 
de f (x) et du point /, et la définir dans ces voisinages comme une 
fonction continue sur [—/, !] et vérifiant la condition g (—I) — 

D'après le théorème de Fejér 15.3, on peut exhiber un V tel que 
pour n > N et tout x E [—I, I] 


8 ()— 0 (I < = EE 
D'où 


AS 


Leo, 1= V Jea—e (2)}° d<y 52 A=— (7) 


pour n > N. Des inégalités (6) et (7) il vient 
If— on IKIf—-gl+Ng—-ol<e (8) 
pour n > N. D'après le théorème 15.5, 
M — SI — 02 |}, (9) 


où S, (x) est une somme partielle de la série de Fourier de f (x). 
D’après (8) et (9), 


Nf— SA <e 


pour nr > N, autrement dit la série de Fourier de f (x) converge en 
moyenne vers f (rx). Le système de fonctions (5) est donc complet. 
C.Q.F.D. 


Remarque. Pour le système de fonctions (5), la relation (1) peut 
être mise sous la forme 


Le. 2 


BL S (+)= 2 À P(r) ar. 


ni = 


os 
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$ 4. Conditions suffisantes de convergence uniforme d’une 
série trigonométrique de Fourier 


Définition. On dit qu’une fonction f (rx) admet sur un intervalle 
[a, b] une dérivée f (x) continue par morceaux si f’ (x) existe et est 
continue sur [a, b] sauf éventuellement en un nombre fini de points 
en chacun desquels elle possède des limites à gauche et à droite. 


Théorème 15.10. Soit f (x) une fonction 2n-périodique continue 
admettant sur l'intervalle [—x, x] une dérivée continue par morceaux. 
La série de Fourier 


+ (a, cosnxr+b, sin nt) (1) 


n=1 


de la fonction f (x) converge alors absolument et uniformément sur la 
droite numérique tout entière. 

Démonstration. La fonction f (rx) admet des dérivées à 
droite et à gauche en tout point. En effet, ceci est évident si la dé- 
rivée f (x) existe. Si elle n'existe pas en un point x, d’après la for- 
mule de Lagrange on a pour Az >> 0 assez petit 


(ERA FE) _ f (E) (zx LE<z+ Az). 


Puisque la fonction f (x) admet une dérivée continue par morceaux 
et que E—> x + O0 pour Ar +0 + 0, il vient 


f+(x)== lim 
Ax—0 +0 


LEE D lim f'(E)=f (+0) 


AX—1) + 


L'existence de la dérivée à gauche f' (x) — f” (x — 0) se démontre 
de la même façon. La fonction f (x) satisfait ainsi toutes les condi- 
tions du théorème 15.2. La série de Fourier (1) converge donc par- 
tout vers f (x). 

Montrons que cette série converge absolument et uniformément. 
Soient a, et b, les coefficients de Fourier de la fonction f’ (x). On a 
alors 


PL 
An = _ | f(x) cos nx dx — 
sf 


, __ __ bn 
f'(zx)sinnzdz = ———. 


1 ; x 
= f(x)sin nz|" — 


C—z À 


an 
-n 
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De façon analogue, 


Ta 


L A: + An 
bn =— | f(a) sin nidr = —. 


ii 


Considérons la série numérique 


BLES Gal+1n)=tel+s (bye), 


n—=î{ n =! 
Cette série converge, puisque 


[bn 
n 


pe la; 1 pu, 
<> | ne + —) , nl <— (a+ —) 
LS ec 


C0 
# e 9 ® 1 S 
et les séries D af, D bé. > —+ Convergent. La convergence 
n=i n=1{ n=1 
des deux premières découlent de l'inégalité de Bessel 


œ id 
+ D (ar+b<T+ | (f(x, 


n=!{ 


celle de la troisième a été établie dans un exemple de la page 209. 
La convergence de la série numérique (2) entraîne, en vertu du cri- 
tère de Weierstrass, la convergence absolue et uniforme de la série 
(1) sur la droite numérique tout entière. C.Q.F.D. 


Remarque. Le théorème prouvé se généralise naturellement aux 
séries trigonométriques de Fourier de fonctions périodiques à pé- 
riode arbitraire. 


$ 9. Séries trigonométriques 
sous forme complexe 


Considérons la série de Fourier 


+ > (a, cos nx + b, sin nt) (1) 


n=!{ 


d’une fonction f (x) définie sur l'intervalle [—x, xl]. 
Les formules d’Euler ($ 4, chap. 6) 


elPLe-ie : ee iv 
COS @ — 3 ss Sn = RES 
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nous permettent d'écrire la somme partielle S, (x) de la série de 
Fourier (1) sous la forme 


S, (x) = #45 (2 PE RER. Re me) 


RkR=1 


Introduisons les notations: 


{ : Î ; 
CO— 5» Ci = = (ax — id»), Cr = (an + ibx), ESS DE .... N. 


S, (x) = : > Cuerx, (2) 


Î 

co | f(x)r, 
2: 
1 4 A 

CR = —— f (x) (cos kx— i sin kx) dx = —— x | f(x)er"** dx, 
7 1 
TT PL 

CR — Fr | f (x) (cos kx + i sin zx) dx = —— | f(x) e'** dx, 

EL 4 1 


K=T.:. :::,n: 


Ces formules peuvent être regroupées en une seule: 
PL 4 


= | f(z)e "dx, k—0, +1, ..., +n. 


EL 4 


La série 
> cer, (3) 
dont les coefficients sont définis par les formules 


PL‘ 
= | f(x)e- ar, k=0, +1, +2, ..…, (4) 
71 


s'appelle série de Fourier sous forme complexe de la fonction f (x). 
Les coefficients c,, coefficients de Fourier, les sommes (2), sommes 
partielles de la série (3) (ces sommes sont confondues avec les sommes 
partielles respectives de la série de Fourier (1)). 
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Remarque. Si la fonction f (x) est définie sur l'intervalle [—{, 1], 
sa série de Fourier sous forme complexe s'écrit: 
2 ; ñrhkx 


ou 
. fkRx 
t 


l 
= | f(x)e dx, k=0, +. mn mA 
—{ 


Exemple. Trouver la série de Fourier sous forme complexe de la 
fonction f (x) zx, —xn Lx<1r. D'après les formules (4), 


EL 


Go = + | x dr =0, 


À 
Î . 1 C 
ik _ ihX) 
PR RE 
ii EL 4 
14 
_ ne AT Lin) 1 =ikx ( COS kT 2 (— 1% à 
Re me de Co UoRe  ot d A7 
La série de Fourier DE 
O0 
A + —1R ; _. 
j S ( D D LS ( D eirx + ji S —— ( 
hæ — 00 | 


— À : 
et de plus x=àù > I ir pour —n1<r<n. La somme de 
k#0 
cette série est nulle aux points zx = +. 


$ 6. Intégrale de Fourier 


De même qu'on a étudié au $ 1 les conditions sous lesquelles 
une fonction périodique se représente par sa série de Fourier. de même 
on se penchera ici sur la possibilité de représenter une fonction f (x) 
non périodique, définie sur la droite numérique tout entière, sous la 
forme 


+o 
f(x) = | (a (À) cos Àz + b (À) sin Àx) dA. 
0 
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L'intégrale du second membre s'appelle intégrale de Fourier. 


Théorème 15.11. Si une fonction f (x) est continue par morceaux 
sur tout intervalle (a, b] de la droite numérique. est dérivable en tout 
point à gauche et à droite et converge l'intégrale 


+00 
| 1f() az, (1) 
alors pour tout zx 
+oo 
SA UE AE OR [ (a (cos Az +6 (à) sin 2) da, (2) 
% 
où 
+o +c 
a (à) = + | f(t)cost dt, b(à):= + | f{tisinAtdt. (3) 


En particulier, aux points de continuité de la fonction f (x), 
+oo 
f(x) = Î (a (k) cos Àx + b (A) sin x) d.. 
0 


Démonstration. En vertu de (3), on peut mettre (2) 
sous la forme 


+oc 
er, LT 
2 RE: 


U 


\ f(t)cos A (t— x) a) d2.. (4) 


—-œ@ 


Considérons l'intégrale itérée 


._ Apte 
T(4)=—+ | | f(t) cos À (t— x) a) dà. (9) 
- 0 


Pour prouver la formule (4) il suffit de montrer que 
ini ft EE, 


A— +00 


L'intégrale (5) converge uniformément en À sur l'intervalle [0, Al, 
puisque |f(t) cos À ({ — x) | L |f (4) | et l'intégrale (1) converge. 
Donc 


+00 A + oo | 
(4) =+ | Of osat—nar) dt=+ | Or 


© 0 oc 
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En effectuant le changement { — x — u dans la dernière intégrale, 
on obtient 


I (4) FA) f(x+ u) LA CFE 
0 +00 
= + [ fee+u) dut À j(r+u) SA ou. 
— 0 ) 
Le changement u = —v dans l'intégrale étendue à ] — ©, 0] nous 
donne 
1 A Te 
I (4) = _ | ET LIL sin 4v dv + | f(x+u) SA 2 4 SD 
0 Ù 
+ © 


= | G+u)+ f(x) du. 
0 


Grâce à l'égalité 


(exemple 2 de la page 366) la différence 7 (4)—/ ET EZN GAME N 
peut s'écrire encore 


I (4) D RERO EE = 


+0 


=+ | G(e+u)+f(@—u)—f(s +0) —f(—0)) du = 


N 
1 HEURE DER SE D sin Au du + 
U 
+oo + 
++ [3 fa) tee sin Au à L sin _ sin Au 3, 
N N 


— 2 (f(x+0) + f&—0) . MA qu, (6) 


où V > 0 est un nombre. 
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Soit donné e > 0. Puisque 
sin Au 
u 


<lf(z+u)] (u>1), 


| f(x + 0) 


+00 + 00 
et les intégrales | |f(x+u)] du, | |[f(x—u)| du convergent (car 


(L CL 
(1) converge), les valeurs absolues du deuxième et du troisième terme 
de (6) seront <<e/4 pour V assez grand. De façon analogue. pour NW 
assez grand, la valeur absolue du quatrième terme de (6) sera << 8/4 
pour tout À => 1, puisque 


+00 + 
sin Au sinv 
\ ———— du = | ——— dv, v— Au, 
u U 
À AN 


+ 


et l'intégrale 


sin 
 …. du converge. 


Choisissons W tel que la valeur absolue de chacun des trois der- 
niers termes de (6) soit << e/4. D'après le théorème 15.1, le premier 
terme tend vers 0 lorsque À —+ <+ œ et sera << &/4,en valeur absolue 
pour À assez grand (4 > 4,). Donc 


[ray — Lettre | ce 
pour À > À4,, c'est-à-dire que 

in (4) = PEER 0 
A— + 00 2 e 


C.Q.F.D. 


Remarque. Si f (x) est une fonction paire, en vertu de (3)on a 
9 rs 
a(i =— | ftt)cosAt dt, b(A)=0, 
0 


si f (x) est impaire, 
+ 
a(i)=0, b(à)=—+ | f(t) sin At dt. 
(U 
Mettons la formule (4) sous une forme fréquemment utilisée dans 
les applications. L’intégrant de (4) étant une fonction paire de À, 
on a 


27 


+ /+o 
Letoie=0 _ 1 (i JOemsA us at)an. 7 
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Considérons l'intégrale 
+00 
| f(t)sinA(t—x)dt. (8) 


Cette intégrale converge, puisque |f ()sinA(t—zr)|<|f(t)|et 
l'intégrale (1) converge. L'intégrant de (6) étant impair en À. il vient 


LA 
v.p. | [ f{t)sinA(t — x) a) di =0 (9) 


-x 27 


(l'intégrale itérée peut être divergente). En ajoutant l'égalité (7) à 
l'égalité (9) multipliée par —i/21, on obtient 


| ; + oc +c 
patois à D peer at) 410) 


2 
ou 
| | + +0 
LED - V.p. | (; juoe-nat}enx a. (11) 


L'intégrale du second membre de (10) s'appelle intégrale de Fou- 
rier sous forme complexe. 
Avec les notations 


+o 
1 | 
FU== | f@e nat, 
{ isa 
F-1[e] — TE YP. @ (À) eix* d2., 


l'égalité (11) s'écrit 
f(x +0)+ f(x —0) Ë 
= — = EA(F [fi]. 
La fonction (À) = F{f] s'appelle transformée de Fourier de 


f(x). la fonction g (x) = F-![œl, transformée réciproque de Fourier 
de œ (À). 


CHAPITRE 6 


INTÉGRALE DE LEBESGUE 


$ 1. Ensembles de mesure nulle 
Soit Æ un ensemble de points de la droite numérique. 


Définitions. On dit qu'un ensemble {]x;, B;[}, j € J, d'inter- 
valles est un recouvrement ouvert ou, simplement, un recouvrement 
de l’ensemble E si 


Fev B;) 


(l'ensemble £ appartient à la réunion de tous les intervalles 
Jæ;,B; 1). 

Si l’ensemble J des indices est fini (resp. dénombrable), le recou- 
vrement est dit fini (resp. dénombrable). 

Si J, € J et que 


EC UÜ J&;, B;[, 
Je J1 


on dit que l’ensemble {]«;, P, [}, JE fa forme un sous-recouvre- 
ment du recouvrement {]a;, B;{}, jE€ 


Théorème 16.1 (Borel). De tout recouvrement ouvert d'un intervalle 
[a, b] on peut extraire un sous-recouvrement fini (c'est-à-dire un recou- 
uvrement contenant un nombre fini d'intervalles). 

Démonstration. Supposons le contraire. [Il existe alors 
un recouvrement ouvert de {a, b] d'où il est impossible d'extraire un 
sous-recouvrement fini. Divisons l'intervalle {a, b] en deux parties 
égales: [a, (a + b),21, [(a + b);2, bl. Sous l'hypothèse avancée, 
l’une au moins de ces parties ne peut être recouverte par un nombre 
fini d’intervalles du recouvrement envisagé. Désignons cette partie 
par {a,, b,l. (Si aucune des parties de [a, b] ne peut être recouverte 
par un nombre fini d’intervalles, on choisit l'une quelconque d'entre 
elles.) Divisons l'intervalle [a,, b,] en deux et désignons par [a., b,] 
la partie qui ne peut être recouverte par un nombre fini d’intervalles 
du recouvrement envisagé. En poursuivant cette procédure on obtient 
une suite d’intervalles emboîtés [a,, b,] qui ne se recouvrent pas par 
un nombre fini d'intervalles du recouvrement envisagé. D'après 
le lemme des intervalles emboîtés (théorème 3.10), il existe au moins 
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un point ë commun à tous ces intervalles: 


an < En. (1) 
I1 est évident que b, — a, — (b — a)/2". Donc 
lim (b,—a,) =0. (2) 


D'après (1) et (2), 
O< lim (E—u,)< lim (b,—a,) = 0, 


n—œ 


0 lim (b, —E)< lim(b,—a,)=0. 


n—+0 71—+ 0 
Donc 
lim a, = lim b, — E. (3) 
n+00 11—@ 


Le point £& € la, b]. Il existe par conséquent un intervalle Ju;. B;l 
du recouvrement envisagé qui contient le point £. D'après (3), 


[ah, bn] (eus lx;, B;l 


pour n assez grand, ce qui est impossible, puisque aucun des inter- 
valles [a,, b,] ne peut être recouvert par un nombre fini d’interval- 
les du recouvrement envisagé. Cette contradiction prouve le théorème. 


Remarque. Le fait que l'intervalle [a, b] est fermé est essentiel 
dans ce théorème. En effet, il est immédiat de voir que l'ensemble 
des intervalles ] 1/j, 1 [, j — 2, 3, . .., forme un recouvrement de 
l'intervalle ] O, 1 [ . Or aucun nombre fini d’intervalles de ce recouvre- 
ment ne recouvre l'intervalle | O0, 1 [ , puisque pour tout n > 1 


He fe pe a 


On ne considérera que les recouvrements finis ou dénombrables. 


Définition. On dit qu'un ensemble E est de mesure nulle si pour tout 
e > Oil existe un recouvrement ouvert { ] &«;, 6; [ } de l'ensemble E 
tel que 


D (B;— a) <e 


(c'est-à-dire que la somme des longueurs des intervalles du recouvre- 
ment est << €). 


On a les propositions suivantes: 

1. Toute partie d'un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle. 

2. La réunion d'un nombre fini ou dénombrable d'ensembles de 
mesure nulle est un ensemble de mesure nulle. 
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La première proposition résulte directement de la définition d’un 
ensemble de mesure nulle. Prouvons la deuxième. Soit {£E,} une 
suite finie ou dénombrable d'ensembles de mesure nulle. Choisis- 
sons pour chaque £, un recouvrement ouvert dont la somme des in- 
tervalles soit <e/2". La somme des longueurs des intervalles des re- 
couvrements des ensembles Æ£, est alors strictement inférieure à 


++ ++ Le. =E 
Donc LJE, est un ensemble de mesure nulle. C.Q.F.D. 


Exemple. Tout ensemble fini ou dénombrable de points de la 
droite est de mesure nulle. C’est une conséquence directe de la pro- 
position 2. (Un singleton est visiblement un ensemble de mesure nul- 
le.) En particulier, l'ensemble des nombres rationnels est de mesure 
nulle. 


Remarque. I] existe des ensembles ayant la puissance du continu 
qui sont de mesure nulle. Exemple: l’ensemble de Cantor. 


Les théorèmes ultérieurs sont commodes à formuler dans les ter- 
mes suivants. Si une propriété est réalisée pour tous les points d'un 
ensemble £ sauf éventuellement pour une partie de mesure nulle, 
on dit que cette propriété est réalisée presque partout (p.p.) sur E. 

Ainsi la fonction de Dirichlet 


: f 1 pour x rationnel, 
DEA pour zx irrationnel 


est presque partout nulle: 
D (x) =0 p.p. 
De façon analogue, si 0Lr<t. 


lim z" — 0 p.p. 


7 — 00 


(L'égalité lim zx" —=0 n'est mise en défaut que pour z=— 1.) 


T1 — 


$ 2. Suites de fonctions en escalier 


Soit a = << <...<Trh —=b une subdivision de l'in- 
tervalle [a, b]. 

On appelle fonction en escalier une fonction w (x) prenant une 
valeur constante c, à l’intérieur des intervalles | x,, z,4,{, & — 0, 
4,..., nr — 1. La fonction œ (x) peut prendre des valeurs arbi- 
traires aux points Zo, Zj, - + «+, Tn- 
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De toute évidence, 
b h—1 


| p (x) dx = >, ChAThs AT = Titi — Th 
a R=0 


l'intégrale étant indépendante des valeurs prises par la fonction œ (x) 
aux points To, Lys + + +» Tn- 


Théorème 16.2. Si une suite {@, (x)} de fonctions en escalier est 
décroissante (q, (x) > ®: (x) >...) et tend presque partout vers 0, 
alors 

b 
lim | Pn (x) dx = 0. 


11 —+ 00 
a 


Démonstration. Soit Æ l'ensemble des points en lesquels 
la suite {,(r)} ne tend pas vers Ü. L'ensemble Æ est de mesure nulle 
par hypothèse. En ajoutant à Æ tous les points de discontinuité (qui 
sont en nombre dénombrable) des fonctions æ, (x), on obtient encore 
un ensemble de mesure nulle. Pour € >> 0 donné, il existe un recou- 
vrement ouvert {| «;. B;l} de Æ tel que 


2 (B;— a) <e. 
J 


Pour chaque point x, € la, bIXE on peut exhiber un n tel que 
0 Le, (to) < E. Ceci étant, il est évident que la fonction œ, (x) 
reste constante sur un intervalle }] &«”. ff’ [ contenant le point x,. 
Donc 


One pour rela, BI. 


À chaque point x, E la, b]E est donc associé un indice nr = n (x) 
et un intervalle | &«’, B° { sur lequel , (x)  e. Ces intervalles for- 
ment avec les intervalles | &«;, B; | un recouvrement ouvert de [a, b]. 
D'après le lemme de Borel (théorème 16.1), on peut extraire un sous- 
recouvrement fini de ce recouvrement. Désignons par ] &,, B, | et 
lou, Pi l les intervalles de ce recouvrement, l'accent prime repré- 
sentant les intervalles construits à l’aide des points x, € [a, bIXE. 

Soit :V le plus grand des indices associés aux points x, qui ont 
servi à construire les intervalles |] &;, fr [. Alors, sur ces Her 
Pn (x) < e pour r > N. Les fonctions , (x) sont De P, (x) = 


sur les intervalles ] &«;,, Bx | dont la somme des lonraeuré est <<E 
par construction. (La suite {®, )} est décroissante.) L'intégrale de 
la fonction æ, (x) étendue à [a, b] vérifie la majoration suivante: 


b 
0< | En(z)dr<Mete(b—a), n>N. 


28—01289 
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Puisque & >> 0 peut être choisi aussi petit que l’on veut, on a 
b 

lim | w,(z)dz--0. 
«a 


J1—+ 00 


C.Q.F.D. 


Théorème 16.3. Si les termes d’une suite décroissante {w, (x)} 
de fonctions en escalier sont positifs (®, (x) > 0) et 


b 
lim | PA(x) dx = 0, (1) 
alors ° 


lim, (zx) =0 p.p. 
Démonstration. La suite {, (x)} a pour limite: 
ç(x)= lim y, (x) >0. 
Il est aisé de vérifier que 
1 
25 pr) >0j= U {z; pH>T+}. 
R=1 


Montrons que chaque ensemble {z; @ (x) > 1’*} est de mesure nulle. 
Eliminons de l’ensemble {z; œ@ (x) > 1/k} les points de disconti- 
nuité des fonctions , (x) (ces points sont en nombre fini ou dénom- 
brable, donc forment un ensemble de mesure nulle). Désignons par E, 
l'ensemble restant. Les fonctions , (x) sont toutes continues sur 
E,. Puisque ®, (x) > œ (x), on a @, (x) > 1/k en chaque point de £;. 
Pour » fixe, les intervalles sur lesquels la fonction en escalier y, (x) 
est constante forment un recouvrement de Æ,. Soit /, la somme des 
longueurs de ces intervalles. Il est évident que 


b 
| (x) dr > L , ie. LA 


Pn (x) dx, 


Qu) 7 


d’où il résulte, en vertu de (1), que pour n assez grand la somme des 
longueurs des intervalles recouvrant Æ, peut être rendue arbitraire- 
ment petite. Donc chaque ensemble Æ, et, partant, chaque ensemble 
{x; q (x) > 1/k} est de mesure nulle. Etant la réunion d’un nombre 
dénombrable d'ensembles de mesure nulle, l'ensemble {z; œ (x) > 0} 
est aussi de mesure nulle. Donc œ (x) = 0 p.p. C.Q.F.D. 
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$ 3. Notion d'intégrale de Lebesgue 


Avant de définir l'intégrale de Lebesgue voyons comment la cons- 
truction de l'intégrale de Riemann est liée aux fonctions en escalier. 
Soit f (x) une fonction intégrable-Riemann sur [a, b]. En vertu 
du théorème 8.3, il existe alors pour tout e > 0 une subdivision T — 


= {xzo, 21. . . ., Th} de [a, b] telle que 
| S(T)—s(T)<e, (1) 
où 
n-1 n— 1 
S(T)= D M;Az;, s(T)= S m,Ax,;. 
i=0 i=0 
M;= sup f(x). m;— inf f(x). 
Ex; Xi] io Yisl 
De plus, 
b 
s(T) | f(x) dr &S(T). (2) 


À toute subdivision T de [a, b] sont associées deux fonctions en 
escalier : 


Dr) = M; sixElÏz;, æyl, à —0, 1,..., nr — 1, 
pr) =m; sirElz;, 24, à —=0,1,..., nr —1. 


Il est aisé de voir que 
b 


b 
1. | O(z)dr =S(T), | p(z) dx = s(T). 


«a a 


. Si TE T'et ® (x), y (x), D (x), o (x) sont des fonctions en 
PA associées à ces subdivisions, alors 


D>dG>e4) >). 
Des inégalités (1) et (2) il s'ensuit qu'il existe une suite de subdivi- 
sions 7} de l'intervalle [a, b] telle que 
b 


b 
S(T:)—+ | f(æ)dz, s(Ti)— | f(x) dr. 


a 


S 


Considérons la suite de subdivisions 
Ty =T, VU... U T4. 
Puisque 


Le (3) 


JB" 
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il vient 
b b 
S(T)— (f(ads, (7) (dr. (à) 


Soient ®, (r) et vx) des fonctions en escalier associées aux subdi- 
visions T,. D'après (3), les suites de fonctions {®, (x)} et {x (r)} 
sont respectivement décroissante et croissante. Comme 


b b 
S'(T,) = f D,(x)dz, s(T;)= | Pr (x) dx. 
on a en vertu de (4) 


lim | D, (x) dr = f (x) dx, 


k — 00 


(5) 
f(x) dr. 


h —o 


D) Ce QT) © 


b 
lim \ Pr (x) dx = 


La suite de fonctions en escalier {®, (rx) — 4 (x)} est décroissante 
et d’après (5) 
b 

lim À (D (x) — qu (x)) dx = 0. 
Le théorème 16.3 nous dit que 

un (O4 (x) — Pa (2)) = 0 pp. 
et puisque 

Pa (x) K f @) < D: (), 
il vient 
lim Pa (z)= lim D;(z)= f(x) pp. 

Donc si la fonction f (x) est intégrable-Riemann sur la, b], il existe 


une suite décroissante {®, (r)} et une suite croissante {®, (x)} 
de fonctions en escalier telles que 


lim Pr ()= lim P,(x)= f(x) pp. 


et l’on a l'égalité (5). 

Ces considérations générales reposent à la base de la construction 
de l'intégrale définie de Lebesgue. 

Désignons par L* (la, b]) la classe de fonctions dont chacune est 
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la limite d'une suite croissante, presque partout convergente de fonc- 
b 


tions en escalier œ, (x), la suite numérique {| ve (x) ae) étant 
bornée. ‘ 
Soient f (x) € L* ([a, b]) et 
Lim eh(x)=7f(z) pp. 
Posons par définition 


b 


f (2) dz= lim | ph (x) dx. 


b 
Cette limite existe toujours, puisque la suite | Pn (X) az| est 


a 
croissante et bornée. 


Montrons que cette limile est indépendante du choix de la suite de 
fonctions en escalier £{p, (x)} croissante, convergeant presque partout 
vers f (x). 

En effet, supposons que %, (x) — f (x) p.p. (la suite de fonctions 

b 


en escalier w, (x) est croissante et la suite numérique \v. (x) dr}, 


bornée). Fixons m et considérons la suite 

h (x) — mn (TZ) — Pa (x) . Vm (Z)— Pa (x) >0, 

: 0 Si Ÿm (£)— Pn (x) < 0. 
La suite de fonctions en escalier {hk, (x)} est décroissante et 
0 < ha (x) <f &) — Pr G) 
(puisque ®, (x) < f (&), Pm (à) K f ()). 
En passant à la limite dans l'inégalité obtenue, on trouve 
0O<lim k, (zx) O0 pp. 


An —+00 
Donc lim À, (x) = 0 p.p. D'après le théorème 16.2, 


li 7% 


lim 


n-+#00 


hn (x) dx = 0. (6) 


b 
n (Z) di | hn (x) dx. 


u 


L'inégalité +, (x) — p, (x) . h, (x) entraîne 


tte: 
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En faisant tendre nr vers , on obtient, en vertu de (6), 
b 


b 
\ VW (x) dr — lim [ Fn (Z) dr LO. 
En faisant tendre m vers co, on trouve 
b b 
im | ph(r)dr< lim | qu (x). (7) 
En intervertissant les suites {o, (x)} et {ÿ (x)}. on obtient 
b b 


lim [ Gr (x) dr lim À p, (2) ar. (8) 
Les relations (7) et (8) entraînent 
b h 
lim RE (x)dz=lim | qu (x)dr. 


Ce que nous voulions. 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) est intégrable-Lebesgue 
sur un intervalle [a, b] si on peut la représenter par la différence 


Î (@) = ñ (@) — f: G@), 
où fi (x), Î2 (x) È L* ([a, b]). 


L'ensemble des fonctions intégrables-Lebesgue sur [a, b] se 
note Z ([a, b]). 
L'intégrale de Lebesgue de f (x) sur [a. b] se définit par l'égalité 
h b b 
| f(x) dx = \ fi (x) dz— | f(x) dz. 


« 


Montrons que cette intégrale ne dépend pas du mode de repré- 
sentation de la fonction f (x) par une différence de fonctions de 
L* (la, b]). En effet, si f, (x) — fa (x) = &1 (2) — ge (2). One fes Br 
£2 € L* (la, bl)), alors 

fa (&) ++ &e (@) = fe À) + & @). 
Ceci étant, il est évident que f, + gs, fa + 8 € L' (la, bl'et 
b h b 


|htæ)dr+ | es(o dr = | f(x) dr + e (0) dx. 


a a a 
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h b b 


b 
Jh)dr— [f(dz= |ei(o dr — | ee (a) ar. 
a a a a 
Ce que nous voulions. 
Comme indiqué au début du paragraphe, toute fonction intégrable- 
Riemann sur {a, b] est la limite d’une suite {œ, (x)} de fonctions en 
escalier croissante, presque partout convergente et de plus 


b 
lim | Fn (x) dx — 


f (x) dx. 


Qc 


Donc toute fonction intégrable-Riemann sur un intervalle [a, b] 


est intégrable-Lebesgue sur cet intervalle et ces deux intégrales sont 
confondues. 


La réciproque est généralement fausse. Montrons-le sur l'exemple 
suivant. 


Exemple. La suite ç, (x) = 0 converge presque partout vers la 
fonction de Dirichlet 

[ 1 

Me 


si x est rationnel, 


si z est irrationnel. 


Donc D (x)est intégrable-Lebesgue sur [0, 1] et 
i 1 
À D (x) dx — lim \ q, (x) dx =0. 
(Ù SE 0 
Or D (x) n'est pas intégrable-Riemann (cf. exemple de la page 178). 
Remarque. Les fonctions intégrables-Lebesgue ne sont pas toutes 


bornées et les fonctions non bornées, pas toutes intégrables-Riemann. 
Par exemple, il est immédiat de vérifier que la fonction y — 1/V z 
Î 


est intégrable-Lebesgue sur [0, 1] et Se 0 


(Ù 
L'intégrale de Lebesgue possède les propriétés importantes sui- 
vantes : 


1° Si une fonction f (x) est intégrable-Lebesgue sur un intervalle 
(a, b], il en est de même de son module | f (x) |. 
29 Si une JonCLIOR positive f (x) est intégrable-Lebesgue sur un in- 


tervalle (a, b] et \/ (x) dx = 0, alors f (x) — 0 p.p. 
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3° Théorème (Beppo Levi). Toute suite croissante de fonctions 
În () intégrables-Lebesgue sur un intervalle [a, b], dont les intégrales 
sont uniformément bornées, converge presque partout vers une fonction 
intégrable-Lebesgue. De plus, 


b 


lim fn (2) de= À (lim f (2) az, 


autrement dit le passage à la limite est licite sous le signe d'intégration. 

On se bornera à établir seulement la propriété 1°. Soit f (x) — 
=f, (zx) — f, (x), où f,, f, E L* (la, b]l). Les fonctions AH(x) — 
— max {f, (x), fe (x)}, hR (x) = min {f, (x), f, (x)} appartiennent 
aussi à L*+ ([a, b]). En effet, si œ@, (x) — f, (x) p.p. et th (x) —+ fa (x) 
p.p. (®, (x) et, (x) sont des fonctions en escalier), on a de toute évi- 
dence 


max {Œ@n (x), Pa (x)} —> À (x) p.p., 
min {ph (x), Pa (x)} — k (x) p.p., 


c'est-à-dire que À (x), À (x) € L* ([a, b]). L'égalité 
| f (x) | = max {f, (x), fa (x)} — min {f, (x), fe (x)} 


entraîne que |f (x) | € ZL (la, b]). Ce qui prouve la propriété 1°. 


$ 4. Fonctions mesurables 
et ensembles mesurables 


Définition. On dit qu'une fonction f (x), a < x < b, est mesu- 
rable si elle est la limite d’une suite de fonctions en escalier presque 
partout convergente. 

Il est évident qu'une fonction intégrable-Lebesgue sur un in- 
tervalle {a, b] est mesurable. 

De la définition d'une fonction mesurable il s'ensuit immédia- 
tement que si f, (x) et f, (x) sont mesurables, il en est de même des 


fonctions f, (x) + fo (x), f1 (x) fe (&), me (dans le dernier cas on 


admet que jf, (x) 0 p.p.). Le module d’une fonction mesurable est 
mesurable. 


Remarque. On démontre que si une fonction mesurable g (x) vé- 
rifie presque partout l'inégalité | g (x) | < f (x), où f (x) est une 
fonction intégrable-Lebesgue, elle est intégrable-Lebesgue. En par- 
ticulier, toute fonction mesurable bornée est intégrable-Lebesgue. 
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Définition. On dit qu’un ensemble £ € [a, b] est mesurable- 
Lebesgue si la fonction caractéristique 


1 sizCE, 
Eee O0 si x£lfa, b]XE 


est mesurable. 
Le nombre 
b 


n(E)= | ns (x) dz (1) 


s'appelle mesure de Lebesgue de l’ensemble E. 

L'intégrale du second membre de (1) existe toujours, puisque toute 
fonction mesurable bornée est intégrable-Lebesgue. 

On démontre que les ensembles ouverts et fermés sont mesurables. 
Tout intervalle borné (qu’il soit fermé, ouvert ou semi-ouvert) est 
un ensemble mesurable dont la mesure est égale à sa longueur. 

On démontre aussi que la réunion (l'intersection) d’une famille 
dénombrable E;, i —1, 2, ..., d’ensembles mesurables est mesu- 
rable. Si de plus les ensembles £; sont deux à deux disjoints (£; f| 
NE; =D, i-ij), alors 


u (ü E,) = à u (£i). 
Remarques. 1. Il existe des ensembles non mesurables-Lebesgue. 
2. Si E est un ensemble mesurable-Lebesgue, alors 


u (E) = us u (G), 


où la borne inférieure est prise sur tous les ensembles ouverts G = E. 
Le nombre 


u*(E) = Lu n (G), 


qui est défini pour tout ensemble borné £, s'appelle mesure exlérieure 
de E. La mesure d’un ensemble mesurable est donc égale à sa mesure 
extérieure. 
En conclusion de ce paragraphe définissons l’intégrale de Le- 
besgue d’une fonction sur un ensemble mesurable E & [a, bl]. 
Prolongeons la fonction f (x) à l’ensemble [a, b]XE de façon 
arbitraire. 


Définition. On dit qu’une fonction f (x) est intégrable-Lebesgue 
sur un ensemble mesurable E si le produit f (x) n£ (x) est intégrable- 
Lebesgue sur [a, b]. 
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L'intégrale de Lebesgue de la fonction f (x) sur £ se définit par 
l'égalité 


b 
\ f(x) dx = | f(x) ne (x) dx. 


Il est clair que le produit f (x) n£ (x) et l'intégrale [ f (x) dx 
p> 
ne dépendent pas des valeurs prises par la fonction f (x) aux points de 
l’ensemble [a, bIXE. 


$ 9. L'espace L, ([a. d]) 


Soit L, ([a, b]l) l’ensemble de toutes les fonctions mesurables sur 
[a, bl et de carré intégrable-Lebesgue. Cet ensemble est stable pour 
l'addition et le produit par un nombre. De plus, si f (x), g (x) € 
€ L, (la, bl), leur produit f (x) g (x) est intégrable-Lebesgue. Ceci 
résulte de l'inégalité 


f(x) 8 IS (P (+ 8° (x) 


et des propriétés de l'intégrale de Lebesgue. Pour g (x) = 1 en par- 
ticulier. on constate que toute fonction f (x) de Z, (la, b]) est inté- 
grable-Lebesgue. 
De même que dans l’espace des fonctions continues par morceaux 
($ 2. chap. 15), la formule 
b 
(. = | f(@ (0 dr 


a 


définit le produit scalaire sur l'espace L, ([a, bl]). 
Le nombre 


b 


TR 
II=VT D=V | Ft dz 


a 


s'appelle norme de l'élément f € L, (la, bl]). 

On remarquera que si | f — g|| —0, alors f (x) —g (x) p.p. 
On a donc intérêt à munir l’ensemble Z, ([a, b]) de la relation d'équi- 
valence suivante: des fonctions f (x) et g (x) sont équivalentes si 
f &) =gi(x) p.p. L'ensemble obtenu par cette identification sera 
encore désigné par L, ([a, bl). 

Sur l'espace L, ([a, b]) (de même que sur tout espace euclidien) 
on a l'inégalité de Cauchy-Bouniakowsky 


G, 8) LG, f) (&, g) 
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ou, de façon détaillée, 


b b b 
HOPC a} <(| F (x) ax) (| ee (x) as). 


On dit qu'une suite {f,} d'éléments de Z, (la, b]) converge en 
moyenne vers un élément f € Z, (la, b]l) si 


lim || fn —f1| = 0. 


Soit {p,} € L, (la, b]l) un système orthogonal de fonctions. autre- 


ment dit (@,, o;) = 0 pour k jet (p,, qx) 0. k. j =1,2, ... 
La série 


O0 

À 
> ChPu: 
h=1 


où 


q£ (x) dr 


s'appelle série de Fourier de la tonction f (x) € L, (la, b]) suivant le 
système orthogonal de fonctions {y}. 

On dit qu'un système orthogonal de fonctions {w,} € L, (la, bl) 
est complet dans l’espace L, ([a, b]l) si la série de Fourier de toute 
fonction f (x) de L, ([a, b]) (suivant le système orthogonal {q,}) 
converge en moyenne vers f (x). 

Pour qu'un système orthogonal de fonctions {pr} L: (la, bl) 


soit complet, il est nécessaire et suffisant que pour toute fonction f (x) 
de L, (la, bl), 


OC 


à Il @a = IE. 
L— 


où c, sont les coefficients de Fourier de f (x) suivant le système ortho- 
gonal {x}. | 

Ce fait se prouve comme pour l'espace des fonctions continues 
par morceaux (cf. théorème 15.7). 


Remarques. 1. On démontre que l'espace Z, (la, b]) contient des 
systèmes orthogonaux complets. Ainsi, les fonctions 
Sir 


sir AnT Anx 
| — , COS —, 


n ’ ee n sin l 9 se. 


forment un système orthogonal complet dans L, ([—{, (|). 


{, cos . Sin 
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2. On a la proposition suivante: si {p.} est un système orthogonal 


complet et {c,} une suite telle que la série numérique 2 Il pal - 


converge, la série 


A8 


NX 


| ChPR 


e- 
NÂ 


converge en moyenne vers une fonction f € L, (la, b]). 


CHAPITRE 17 


ÉLÉMENTS D'ANALYSE TENSORIELLE 


$ 1. Tenseurs sur une surface 


Soit dans l’espace une surface F régulière différentiable sans self- 
intersections (chap. 14, $ 6) définie par l'équation 


r —rul, u°), 
où 
r — {z, y, 2}, ru, u°) = {x (ul, u?), y (u', u*), z (ul, u?}}. 

Les fonctions x (u!, u*), y (u!, u*), z (u!, u*) sont définies et conti- 
nues avec leurs dérivées partielles du premier ordre dans un domaine G 
du plan u!, u°. (Les coordonnées seront notées par des indices supé- 
rieurs.) La surface F étant régulière, en tout point ful, u*} € G les 
vecteurs 


or = { ox ay 05 } ôr (GE « dy 03 À 
? 


Out | dut * Out ? out Qu® | du * Au® ‘ Qu® ne 


qui sont portés par le plan tangent à F'en r (u', u*) sont linéairement 
indépendants et par suite forment une base sur ce plan. 
Soit 
ul'=ul" (ui, u?), u?’—=u? (ui, u®?) (1) 


une transformation bijective continüment dérivable des coordonnées. 
(Les nouvelles coordonnées sont désignées par u!”’, u*’.) On admettra 
que la transformation réciproque 


ul=ut(ui", u2), u?=u?(ut, u?) 


est aussi continüment dérivable. D'après le théorème 13.8, on a 
2 2’ 
du' Out Out au’ 
> 5, , >, DRE TA — — 6}, (2) 


A jui Ou Qui duk 
i= i’=1" 


L'E=tR2, Li Ke, 2" 


g: Le si ik, . 1 si. 
#7 |lO siik, 


sont les symboles de Kronecker. 
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Adoptons la convention suivante dans le but de simplifier l'écri- 
ture des formules: si un indice alphabétique figure deux fois dans 
une expression (une fois en haut et une fois en bas), on conviendra 
que la sommation est effectuée par rapport à lui. De plus, cet indice 
parcourt les valeurs 1, 2 (ou 1”, 2”). Par exemple, les formules (2) 


s’écriront : 
Qu! ui i’ Qui du : 
qu ae 0e ue due “ 


Dans les nouvelles coordonnées, la surface F est définie par l'équa- 
tion 


r=r(ut(ul", u*), u?(ul”, u°)). 
Une dérivation par rapport à ui’ nous donne 


or . or Oui 


du Qui du! | 


(4) 


On s’est servi de la règle de dérivation d’une fonction composée. 


En multipliant les deux membres de (4) par ee et en sommant par 
rapport à i’, on obtient en vertu de (3) 


ar dr ou’ 
TT 6) 


Soit v le vecteur tangent à Fenr (u', u?), c'est-à-dire un vecteur situé 
dans le plan tangent à Fen r (u!, u*). Décomposons ce vecteur sui- 


or or 
vant la base —, —: 
Qui? ou? 


Va vi HU et ——. (6) 


Si l'on effectue le changement de coordonnées (1) sur F, on obtient 


.. Ôr = 
V=uvi —., (4) 
Ou’ 
Les égalités (6) et (7) nous donnent, compte tenu de (5), 
pi’ ôr ni Or _ i ôu” or 
qui Oui Oui Oui ? 
d'où (puisque les vecteurs ——. _— sont linéairement indé- 
ou ou 
pendants ) 
ir 
Di ou pi. (8) 
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Si donc l'on effectue le changement (1) sur F, les vecteurs de base 


or or - . a 
ir 2 Portés par le plan tangent à F enr (u!, u*), se transfor- 


ment suivant les formules (4) et (5). Les coordonnées du vecteur tan- 
gent à Fen r (u!, u*) se transforment quant à elles suivant les for- 
mules (8). 

Considérons maintenant les coefficients de la première forme qua- 
dratique (chap. 14, $ 6): 


E (ut, ue?) = (2 or É F (ui, u)= | or dr | | 


dur * gui ONE À Que : 
Introduisons les notations suivantes pour ces coefficients : 
gun = E, Bis = En =, Les =0C. 
Alors 


— - À l, i= 1, 2: (9) 


dui ” ui 


gta, v°) = | 
La première forme quadratique devient 
ds® = g;; (u!, u?) du' du’, 


et la longueur de la courbe u' — u' (t), a < t & b, s'exprime par la 
formule 


b a ————— 
=] V/ gutui (, ut (0) (9 4 (ta. 


a 


Dans le nouveau système de coordonnées 


gi; (u!', u®) — ( 


or or 


En vertu de (4) 


= dr Oui dr Oui )= dui Oui f dr Ôr | _ Oui du) 
Bit \out Qui” Ou) Qu) / Ou du? (5x 3 5) = Qui ouf Bij- 


(On s’est servi de la linéarité du produit scalaire.) Si donc l’on ef- 
fectue le changement de coordonnées (1) sur la surface F, les coeffi- 
cients de la première forme quadratique de F se transforment sui- 
vant la loi 

oui Oui 


mr Bij- (10) 


Bi; qui” du 
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£11 sl 
(&5) se Boo 


n'est pas dégénérée (à la page 376 on a montré que 
Enr Sel EF 
fn Lol |F G 


elle admet donc une réciproque que l’on désignera par (g'’). Les ma- 
trices (g:;) et (g'?) étant réciproques l'une de l’autre, on a 


ee” = 6, £ Ügin — Ôk. (11) 


Il est aisé de voir que g'? = g’'. Voyons comment changent les élé- 
ments de la matrice (g'?) par la transformation (1). À cet effet mul- 


A noter que la matrice 


= EG—F>0), 


_ les deux membres de (10) par 2 F et sommons par rapport à 
. On obtient alors grâce à (3) 


Ou du 
-- m— Ÿ/ 


Bi; duh ju} CRI 


En multipliant les deux membres de cette égalité par g/'!’g‘* et en 


sommant par rapport aux indices répétitifs, on trouve en vertu de (11) 
out” o3* ne g'! dus 


2? ee 


ouh © du3 


Ho Les | Su de ou?” 
Lafmultiplication des deux membres de cette égalité par rs NOUS 
conduit alors en vertu de (3) à la loi de transformation des éléments 
de la matrice (g'?): 

’ L’ 
l Au? du a 
= gt (12) 
ou du 


Définition. On dit qu'en un point r (u!, u*) € F est donné un ten- 
seur p fois contravariant et q fois covariant si pour chaque yen 


de coordonnées sur F, sont donnés 2?*1 nombres (composantes) T';: on 
qui par le “changement de coordonnées (1) se transforment suivant Îa 
loi 


du : Su P du: _ ut 
7 du’ ou°P CHU au” q 


Tin: 5j, (13) 


où toutes les dérivées partielles sont calculées”au point r (u!, u°). 
On dit qu’un champ tensoriel est donné sur un ensemble EC F 


si en chaque point de Æ est donné un tenseur pi sn n (u', u?), 
r (ul, L)CE. 
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Si les fonctions Hs (u!, u*) sont continüment différentiables 
sur £, le champ tensoriel est dit conlinüment différentiable. 


Exemples. 1. Si p = q —0, la formule (13) devient 
T' =T. 


Un tel tenseur est dit scalaire. La valeur de son unique composante 
ne change pas par une transformation des coordonnées. 
2. Sip =1et qg — 0, la formule (13) s'écrit 


i’ ou!” Ti 
dui 


Les composantes d'un tenseur une fois contravariant se transforment 
donc comme les composantes d’un vecteur (cf. formule (8)). De tels 
tenseurs sont appelés vecteurs. 


3. Sip —0Uet qg = 2, on obtient la loi de transformation suivante : 


autrement dit les composantes d’un tenseur deux fois covariant se 

transforment comme les coefficients de la première forme quadratique 

de la surface F (cf. formule (10)). Pour cette raison le tenseur défini 

par la première forme quadratique s'appelle tenseur métrique de la 

surface F. Le tenseur g;; est dit aussi premier tenseur fondamental de 
la surface F. 

4. Si p —2et q —0, on est conduit à la loi suivante: 
ir dut Où m;; 
T° = Cui oui 


en d'autres termes, les composantes du tenseur deux fois contrava- 
riant se transforment comme les éléments de la matrice (£g'’), inverse 
de la matrice (g;;), du tenseur métrique (cf. formule (12)). 

Ainsi les éléments liés à la surface F examinés plus haut sont des 
cas particuliers de la notion de tenseur. 


On admettra que la surface Fest deux fois différentiable et que 
les transformations des coordonnées sont bicontinüment différen- 
tiables. 


Soit n (u!, u*) le champ continu des vecteurs unitaires des nor- 


« , » or . 
males à F (chap. 14, $ 7). Décomposons le vecteur Ts; Suivant 
z or 
la base formée par les vecteurs ri ge tn: 
o°r or n 
tas = TL, (ui, u°) = + bi, (u!, u°)n. (14) 


l/o 29—01289 
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Puisque les dérivées secondes sont indépendantes de l'ordre de diffé- 
rentiation, il vient 


ri; (u!, ur) = lé (u!, u*), bi; (u!, u*) == D; (u!, u°). 


Voyons comment se transforment les systèmes de fonctions ri; et 
b;; par le changement de coordonnées (1). A cet effet, écrivons (14) 
dans le nouveau système de coordonnées : 


: ° ’ La r) LA 0 A æ 
NE (u!”, u2) + bi; (u!”, u°‘)n. (15) 
1 2 Qu" 


Qu ou? 


On admet que le champ continu de vecteurs unitaires normaux est 
fixe et invariant par une transformation des coordonnées. 
En vertu de (4) 


or Out or , dui ui  O?r , 
Re —— (16) 
ou‘ Ou’ Qu Ou” Oui Qui ou) Ôut du) 


Les relations (14), (15), (16) et (5) entraînent 


ke oui or oui n)= 
D un + 
Lis = DD PT ui ou Oui" pu: _ AL Gun + dun 
___ dtui Oôu*” ôr dut Oui [x ou* Hp ne 
_ i’ = 4 oui k’ 4 1 j” 1 ouh us ij n = 
ou ôu ou ou ou ou 
(ie dut Oui nm , du*" oui | or L ui oui RL 
= PR Te °, dE RÉSE EN E + Q » “! 1, a 
Ouh ui Ou? U Out jui Qu? êu* ou! ETS J 
ôr ôr 
Les vecteurs —— TA DT et n formant une base, on a 
u 
r*. du*” Qui ui k Qu*" oui 
F7 duk ut Oui o Out qui Qu? 
oui Oui 
biri = 7 : tj. 
ou qu) 


On a ainsi obtenu les lois de transformation des systèmes de fonctions 
T'; et b;, par le changement de coordonnées (1). On constate que les 
fonctions b;, sont les composantes d’un champ tensoriel symétrique 
(b;5 — bj;) deux fois covariant. Le tenseur b;; s'appelle deuxième 
tenseur fondamental de la surface F. 

Les fonctions ré. sont dites symboles de Christoffel de deuxième 
espèce. 

Montrons que les symboles de Christoffel de deuxième espèce 
s'expriment en fonction des composantes du tenseur métrique et des 
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dérivées premières. En effet, en DR RAN les deux membres de 
(14) scalairement par le vecteur 7 TT on obtient grâce à (9) 

( 0°r or 

ouioui * uul 


— l'ku- 


On s'est servi de l’orthogonalité du vecteur nr aux vecteurs 


or Ôr UE ne HE, 
et ——, La dernière égalité peut s’écrire encore: 


ou! ou? 
0 or or dr o°r ) r”. 
Qui \ duj * oul Qui * outoul }] : ij ERt° 
En éliminant les dérivées secondes à l’aide des relations (14) et en 


faisant encore usage de l'égalité (9), on obtient 


0 ke … 
TE — Dig — Lien == 0. (14) 
En remplaçant les indices j par !, { par à et i par j, on trouve 


EE — Din — Digi = 0. (18) 


ou) 


En effectuant encore ce changement d'indices, on obtient la troisième 

égalité 

1) k : 
E ES Tii£u — Piigin = 0. (19) 


ou 


En retranchant (19) de la somme des égalités (17) et (18) on trouve 


Ôgju , gti il k 

SRI y TE... CPU pe. 

Out ‘ aui vul RATE 

(On s'est servi de la symétrie des fonctions Ti; et gi, relativement aux 
indices inférieurs.) En multipliant les deux membres de la dernière 
égalité par g‘! et en sommant sur /, on obtient en définitive 


8 À La {ge | du Oki 9 
Viÿ= 5 £ oui + Qui  oul le (20) 


Ainsi les symboles de Christoffel de deuxième espèce s'expriment en 
fonction des composantes du tenseur métrique et de ses dérivées 
premières. 


Remarque. Les formules (14) entraînent 


2 o°r 
557 out oui ? n) 
d'où il ressort que les composantes du tenseur b;; ne sont autres que 


les coefficients de la deuxième forme quadratique de la surface F 
(chap. 14, $ 6). 


29* 
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Exemples. 1. Pour surface F prenons le plan 2 = 0. Dans ce cas 
b;; —0 (le vecteur r(u!, u*) est orthogonal à la normale n — 
= {0, 0, 1}). La formule (14) s'écrit ici 


or h ar 
dut oui \J Quk ° 


Les paramètres u! et u°® sont des coordonnées curvilignes sur le plan. 

2. Choisissons un système de coordonnées affines sur le plan: x — 
= aiul + au? + bl, y — aîul — au* + b?, z —0 (a;, b' sont des 
constantes), 


10 

09 12 13 — 
# 
PE 


Dans ce cas 
or 
qu! 


fn==(alP= (ai). gis=aai+taiar 8x = (ai) + (ai) 


{aa 0h -=({a, a. 0}, 


et en vertu de (20) 
Fx = 0. 
3. Considérons les coordonnées polaires sur le plan: 
—=rcosp, y =rsing. 2 —=0 (u! —=7r, u° = ). 


Dans ce cas 


or 


nr 
dui 


qu® 


{cos p. sin, 0}, —={—rsin, rcosç. 0}, 


En = 1, Lio = 0, Bee =r", 
g'! — L g'° — Vh £7 = 

et en vertu de la formule (20) 
Fi, =", =/;, =7% =0, ri, = +, Lis: 


Remarque. L'exemple 2 montre qu'il existe dans le plan des sys- 


« e i e 
tèmes de coordonnées dans lesquels l;};} = 0. Signalons que sur une 
surface arbitraire il n'existe généralement pas de systèmes de coor- 


données dans lesquels ri = 0. Si un tel système existait, les com- 
posantes du tenseur métrique y seraient constantes en vertu de (17). 
On démontre qu’un tel système existe au voisinage de chaque point 
d’une surface si et seulement si cette surface est de courbure nulle. 
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$ 2. Tenseurs sur une variété différentiable 


Les faits exposés au $ 1 serviront de base à l’étude de corps plus 
généraux qu'une surface dans l’espace euclidien à trois dimensions. 

Soient £, un espace euclidien. / une application bijective d'un 
domaine GC E, sur un domaine G& E,. En coordonnées cette 
application est définie par les égalités 


ai = ri (rl, ….., x"), (1) 


et de plus {z'. ...,z"}c G, {x", .... x""} EG’. (Les coordon- 
nées portent des indices supérieurs.) 

On admettra que jf est une application différentiable de classe C”, 
r > 1. c'est-à-dire que les fonctions zi (r!, ..., x") sont continues 
sur le domaine G avec leurs dérivées partielles jusqu'à l’ordre r 
compris. 

L'application f étant bijective, il existe une application réci- 
proque f-! de G’ sur G. Supposons que cette application réciproque 
est aussi de classe C”, r > 1. 

D'après le théorème 13.8, les matrices de Jacobi des applications f 
et f-! sont inverses l’une de l'autre, autrement dit 

ri Le = 6. ri or! 


— $; 9 
EN drk = Ôn. (2) 


art ox* 


où 6} et 6}: sont les symboles de Kronecker. 


Définition. Soient F, un ensemble et æ: V, — G une applica- 
tion bijective de F’, sur un domaineGE E,. L'ensemble V,, s'appelle 
variété élémentaire de dimension net G, système de coordonnées sur V,. 

Les éléments de V, s'appellent points. 

Soit f une application bijective de G sur G’. L'application 
fo: V,— G’ définit un nouveau système de coordonnées sur Ÿ,. 
On dit que f réalise une transformation des coordonnées sur V,. 


Définition. On appelle variété différentiable élémentaire de classe C’ 
une variété élémentaire V, pour laquelle on ne considère que des 
transformations de coordonnées différentiables de classe C”, r > 1 
(autrement dit f et f-! sont des applications différentiables de clas- 
se C”). 


Exemple. Une surface régulière différentiable sans self-intersec- 
tions dans l’espace est une variété différentiable élémentaire de 
classe C!. 


Remarque. On pourrait envisager des corps plus généraux appelés 
simplement variétés différentiables. De façon imagée, on pourrait 
se représenter une variété différentiable comme un ensemble dont 
chaque point admet un voisinage ayant la même structure qu'une 


454 ÉLÉMENTS D'ANALYSE TENSORIELLE [CH. 17 


variété élémentaire. À noter qu il existe des variétés différentiables 
(par exemple la sphère à deux dimensions) qui ne sont pas des varié- 
tés élémentaires. Toutes les constructions ultérieures se généralisent 
sans changements notables aux variétés différentiables. 

Dans la suite on n'étudiera que les variétés différentiables élé- 
mentaires de classe C”, r > 1, et on les appellera simplement varié- 
tés différentiables. 

Un ensemble de points M (1), a < 1 < b, sur une variété diffé- 
rentiable V, s'appelle courbe régulière différentiable si @ (M (t)) est 
une courbe régulière différentiable dans l’espace euclidien E,. 

[Il est évident qu'une courbe régulière différentiable sur une va- 
riété V, est la contre-image par @ d’une courbe régulière différen- 
tiable 


rer), etui, MEL: (3) 


appartenant à un ensemble GC E,. On rappelle qu'une courbe de 

E , est régulière et différentiable si les fonctions x' (t). i —1, .... n, 

sont continüment différentiables et > 
i-1 

Soient V, une variété différentiable, G un système de coordonnées 

sur V,. Considérons une courbe régulière différentiable (3) passant 


par M, € V, pour t = 1,. Si l’on désigne les coordonnées du point W, 
par Z,, ..., Z,, On a 


rt) =r, i=1,...,n. (4) 
Le changement de coordonnées (1) nous donne 


dri F Oz! dri 
dt rt ‘dt 


dri 


dt 


) #0 sur {a, b]. 


(La sommation a lieu sur i entre { et n.) En posant { — ?, on obtient 
grâce à (4) 


dr! ox" dzi : 
— (Lo) 7. + (M) —— (Lo) (5) 
ou 
de ox 
ui = (Me)ui, (6) 
à :  dri 
où u' = —- (Lo). U = (4). 
é 
Vu que le déterminant (Mo) = 0 en vertu de (2), la for- 


mule (6) peut être traitée comme une transformation des coordonnées 
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d’un vecteur dans un espace vectoriel que nous désignerons par 


L'espace vectoriel L, (M,) dont les coordonnées se transforment 
d’après les formules (6) lorsqu'on effectue le changement (1) s’ap- 
pelle espace vectoriel tangent à la variété V,, en M. 

Donc à chaque point W, d'une variété différentielle V, est as- 
socié un espace tangent L, (M). 


L 
D'après (5) les dérivées (Lo) définissent un vecteur tangent de 
L, (M) appelé vecteur langent à la courbe x' (t) en M. 
Bien plus, tout vecteur non nul de Z, (4f,) est tangent à une courbe 


passant par. M, En effet, le vecteur de coordonnées u’ est tangent à 
la courbe 2 = ui ( —1,) + ri en Mi. 


Définition. On dit qu'en un point M € V’, est donné un tenseur p 
fois contravariant et q fois covariant si pour chaque système de coor- 


données sur V, sont donnés n?* nombres Pi ir se transformant 


par le changement de coordonnées (1) suivant la loi 


pis r (7) 


1 --. 74° 


T': _… 15, h de 1 Ôx D dx? âx'a 
j! LS Has 
1 --.-.°Q 


=. 1 e e + 5 °, e e 
Or! OrP zx1 Ox?a 


où toutes les dérivées partielles sont calculées au point 47. (La som- 
mation s'effectue par rapport aux indices qui se répètent dans la 
formule (7); ceci étant, chaque indice varie entre 1 et n.) 

On dit qu'un champ tensoriel est donné sur un ensemble F € V, 


si en chaque point de Fest donné un tenseur Th (ss aus 2): 
Si Titi" u &'s --., z") sont des fonctions de classe C“, k> É, 


le champ tensoriel s appelle champ tensoriel de classe C*. 
Exemples. 1. Si p = q = 0, la formule (7) devient 
T' =T. 


Un tel tenseur est dit scalaire. 
2. Sip =1et q —=0, la HR s'écrit 


Les composantes d’un tenseur une fois contravariant se transforment 
donc comme celles d’un vecteur de l’espace tangent L, (M). De tels 
tenseurs sont appelés vecteurs. 


3. Sip —0et g = 1, on obtient la loi de transformation suivante 
i 
LI, 
oz* 


Ces tenseurs s’appellent covecteurs. 
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Les tenseurs sont justiciables des opérations suivantes: 
1°” Addition. Ne sont additionnables que les tenseurs présentant 
le même nombre d'indices supérieurs et inférieurs. Par exemple, la 


somme des lenseurs uj, et vi, est par définition le tenseur 
i i i 
Wjh = Ujg + Vin. (8) 


2° Multiplication. Tous les tenseurs se multiplient entre eux. 
Par exemple, on appelle produit des tenseurs u et v}, le tenseur 


is À 
“hs = U; BAPE (9) 
3° Contraction. Cette opération ne s'applique qu'aux tenseurs pré- 


sentant des indices contravariants et covariants. Considérons à titre 


d'exemple le tenseur ui}. Choisissons l'indice contravariant j et 
l'indice covariant #. On dit que le tenseur 


vi, = uÿ}, (10) 


(la sommation s'effectue sur j) se déduit du tenseur uÿ}, par une con- 
traction des indices j et À. Le tenseur vi, est souvent appelé contracté 
du tenseur uy*, par rapport aux indices j et k. 

De la loi de transformation (7) il résulte immédiatement que les 
formules (8) et (9) définissent un tenseur de structure homologue. 
Montrons que la formule (10) définit aussi un tenseur. En effet, écri- 
vons la loi de transformation des composantes du tenseur uj?, : 
ee ox 61) ôzh xl ox* 


LEO Re CRE nn ER 


U à 


Posons k’ —j et sommons. D'après (2), on obtient alors 


ru 1°)? _ 
’l's —— 


FT LE 0x ôzxk rl ôr* 1j ôxr! rx Oxl  Ôr* ij 
ns URU = JA ge Ab 


OxŸ 0x] x) 9x! ox 


dev or dr .. Oz gr dm 
UE TE , ’ u') — _ # s’ UV! 
Uri ôr! xs Jls oxi ox! 0x ls° 


Donc la formule (10) définit bien un tenseur. 
Exemples. 1. Le contracté du tenseur u; par rapport aux indices 


i et j est le scalaire v = ui. 
2. Le contracté du tenseur u'v;, produit du vecteur u' par le co 
vecteur v;, est aussi un scalaire w = u‘v:. 


3. Le contracté du tenseur ui”, produit du tenseur u par le 
vecteur v*, par rapport aux indices j et k est le vecteur w' = ujuÿ. 
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On dit qu’un tenseur est symétrique (resp. antisymétrique) par 
rapport à un groupe d’indices supérieurs (ou inférieurs) si la permu- 
tation de deux indices quelconques de ce groupe ne modifie pas 
(resp. modifie) le signe de ses composantes. 

Montrons que la symétrie (l'antisymétrie) d'un tenseur est indé- 
pendante du choix du système de coordonnées. 

En effet, considérons par exemple un tenseur u;};, antisy métrique 
par rapport aux indices à et j: 


U; jh = —U; jh. 
Dans tout autre système de coordonnées 


; Ori Ori àürk , Oxi Ôôri Ok : 
PE °] = 7 —— ne = ET > mener n jour 
AN OT que OA PS GERe UP 


Ce que nous voulions. 


Un tenseur de structure quelconque peut nous donner un tenseur 
symétrique ou antisymétrique par rapport à un groupe d'indices. 
Par exemple, il est immédiat de s'assurer que les tenseurs 


1 1 
Vijh = CI (Un + Ujin); WÜijn —= c] (ur — Ujix) 


sont respectivement symétriques et antisymétriques par rapport aux 
indices à et j. On dit que le tenseur v;;, (resp. w;;.) se déduit du ten- 


seur U;jx Par une symétrisation (resp. alternation) par rapport aux 
indices i et j. 


$ 3. Espaces riemanniens. Dérivation covariante 


Soit donné sur une variété différentiable V, un champ tensoriel 
symétrique deux fois covariant Li (Gi5 = ji) de classe C!, la forme 
eu £i3 (M) u'u? étant définie positive en chaque point 


M € V,. La variété V, s'appelle alors espace riemannien de dimen- 
sion n. 


Exemples. 1. Une surface régulière deux fois différentiable sans 
self-intersections dans un espace euclidien à trois dimensions muni 


_— ôr - or ae ; 
du tenseur métrique g;; (5 5) est visiblement un espace rie- 


mannien à deux dimensions. 
2. Soient E, un espace euclidien à rz dimensions; y!, ..., y" 


des coordonnées cartésiennes dans Æ£,. Introduisons dans £, des 
coordonnées curvilignes à l’aide des formules 


strate) Lethiesn (1) 
80—01289 
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qui, sous la forme vectorielle, s’écrivent 
DT, :.: T'), 


OÙ ELU) hrs 2) = ss TR 

On admettra que l'application ‘définie par les formules (1) est 
bijective et bicontinüment différentiable dans un domaine G. On 
admettra aussi que l’application réciproque est bicontinüment diffé- 
rentiable. 

Dans ces conditions il s'ensuit (théorème 13.8) que la Dane de 


Jacobi | TL) n'est pas dégénérée et par suite les vecteurs — + Ïj = 


\O0T) 
— 1, ...,n, sont linéairement indépendants, ee dit 
forment une base dans £,. 
Posons 
1 jh ofn 
or y à (7) 
(ri nie por. 0e S 
&ij (&*, A = J ozi oxi * 


hk =1 


9 


Il est évident que g;, = gy:. Le changement de coordonnées z'° = x’, 
xl, ..., x", nous donne 


ôr or )=( or Ori or =.) 


ir = | oz" * ox) Ort Gr O7 9e) 


Ori ôr) ( or or |= Ari Or) 


ot où \oat® 813 


— = 
0x" 4x) 


c'est-à-dire que g:, est un tenseur symétrique deux fois covariant dans 
Eh. La forme quadratique g;;u' u? est définie positive, ce qui ré- 
sulte aussitôt des égalités 


 : or or . or : or . 
: = ms : ‘es : =, Ft mm 171 — 
giju'u? io ] u'u? = ( run ru )=(u, u), 


L'espace euclidien £, est donc un espace riemannien. 


La longueur d’une courbe régulière différentiable zx — x' (+), 
to LL, est donnée dans un espace riemannien par la formule 


= 12 eus (x (0) (D Le (D dt. 


Cette formule ne Lo pas du système de coordonnées choisi dans Ÿ,, 
puisque sous le radical figure un scalaire (le contracté du produit des 


dri æ = bar rapport aux indices i et j). 


tenseurs Bijn PTA 
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Le tenseur g,; s'appelle tenseur , métrique de l’espace riemannien. 

La forme quadratique g;, (M) u u? étant définie positive, on sait 
du cours d’algèbre linéaire que le déterminant | g;; | > 0. En parti- 
culier, | gi; | £ 0. La matrice (g;;) admet donc une inverse que l’on 
désignera par (g'°). Les matrices (£;;) et (g'?) étant inverses l’une de 
l’autre, on a 


gisgn —6, gign — à. (2) 


Montrons que les éléments de la matrice (g'?) sont les composantes 
d’un tenseur symétrique deux fois contravariant. Ecrivons à cet 
effet la loi de transformation des composantes du tenseur métrique: 
Ari Ori 
OxŸ Oz? 


Bi; = Eij- 


Muitiplions les deux parties de cette égalité par ôx'’/0z* et sommons 
sur i’. On obtient alors en vertu des relations (2) du $ 2 


CEE ôz) 
dx” 7 Qzi 


Bi r ERj. 


Multiplions les deux membres de cette égalité par g”’!’g* et sommons 
sur les indices qui se répètent. Il vient en vertu de (2) 


j’L° Ôzxs 
0x)" 


Multiplions les deux membres de cette égalité par 0zxP”/0x° et som- 
mons sur s. On obtient alors, grâce aux égalités (2) du $ 2, 


gr CE 02" sh 
Or O2 


Le tenseur g'? est donc deux fois contravariant. 

Montrons que ce tenseur est symétrique. À cet effet, utilisons la 
symétrie du tenseur g;; pour mettre la deuxième égalité (2) sous la 
forme 

g'igrs = On. 
En multipliant les deux membres de cette égalité par g' et en som- 
mant sur À, on obtient grâce à (2) 
Ce que nous voulions. 


Les tenseurs g;; et g'? permettent de définir les opérations de relève- 
ment et d’abaissement des indices d’un tenseur arbitraire. Consi- 


30% 
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dérons par exemple le tenseur u;,;,. Posons 
i il 
U.jh = L'Uigre 


En multipliant les deux membres par £,, et en sommant sur i,on 
obtient 


i 
Ugjn —= Esil.jhe 


On dit que le tenseur v:;;, se déduit du tenseur u;;, par un relèvement 
de l'indice i et inversement que le tenseur u;;, se déduit du tenseur 
v! 5 par un abaissement de l'indice i. (Le point qui précède l'indice j 
indique la place occupée par l'indice à.) 


Exemple. Si u' est un vecteur, l’abaissement de l'indice i nous 


conduit au covecteur v; — g;ju?. 
Définition. Les fonctions 


ôg 0g;, Ôg 
le ge (+ eu) (3) 


dx? 0x! ôx° 


s'appellent symboles de Christoffel de deuxième espèce. 
Il est évident que 


Li = TH 


Montrons qu’un changement de coordonnées transforme les symboles 
de Christoffel de deuxième espèce suivant la loi: 


(4) 


(On admet que V, est une variété différentiable de classe C?.) En effet, 
une dérivation par rapport à x’ de l'égalité 


ôzt  ôz* 
Bi js Pier 
nous donne 
dis 92z° 8x". ÉLE 
02) 6x 07 0 But “ 0x" 9zi” EisT 


ôxŸ 01° Ôôgie O7? (5) 
0x Oôz"" 0x Ori | 
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Par un changement d'indices on déduit de (5) les deux relations sui- 
vantes: 
des 2x? ôzx° 0x" 02z° 


Bis + 


02) ôx* Ô8;, ox! 


= - = = 6 
us 0x) 02° Oz Oz ? ) 
Or; 02zi 0x" ox! ô?z° 
7 But Bit 
Ôx ôx' Ôx° Oz? ôz Oz? 0z 
i j ôg, s 
ôx" 0x ij 0x | (7) 


Oz Ôz? Ôz* ôz" 
En retranchant (7) de la somme des formules (5) et (6), on obtient 


OB;r. Ôg js gi; 


zx oz" ôz*" 
os oo, + (+ 08}. dE O8 ] 9x! ôz) EL 2 
02" 02 02° °° ôx? 97! 0z* | 6zŸ 67? 62° 


La multiplication membre à membre de cette égalité par l'égalité 


nous donne la formule (4). 
La loi de transformation (4) peut encore s’écrire: 


92z*" Oz" oz! 


F5 TZ! = —_—— —_— — Li, (2) ————— —  —— , 8 
“à ) Oz x Or) 55 ( ) ôzh ôx! Oz oz) ( ) 
En effet, en dérivant l'identité 
9zÀ 9z* 5°’ 
0z* Oôz! ÿ 
par rapport à x’ , on trouve 
d2xÀ" ôz!  92À ôz*" 92z"* _ 
0z* 0x! Oz) ôzi Oz"  ôzxi ox) ; 
autrement dit, 
0z*" 92z À =. 92zÀ" 02" ôz! (9) 
Oz" Ozi ri 0z* ôz! Oz 927) 


L'égalité (8) résulte directement de (4) et de (9). 
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Soit u' un champ de vecteurs. Un changement de coordonnées 
transforme ses composantes suivant la loi: 


ôz" 
ôz° LE 
A]l’inspection de (10) on constate que les dérivées du'/0x? ne sont pas 


les composantes d’un champ tensoriel. Montrons que l’ensemble de 
fonctions 


ui — 


(10) 


Vu = + ri 


est un tenseur une fois contravariant et une fois covariant. En effet, 
en vertu de (10) et de (8) 


4’ i’ 
” . ; FE) . 7 / 
Vu! — 2 + 'nruk — _ (= u! ] + nu _— 


0x) ôz" 
_ &zi 9z? ni 0x Oui 07 %: 
Az 0x? Oz L Oz 0x dx) 
+( ôzŸ Oz? or" ..; 6x" Oz! OzP ) 0z*" 
SL ———————— — : g — 
OzŸ O7 02" ? ôz!'0zP 02) ôzx* 0x 
9x!" 02) zx Ori : 
2 2 (2 rhotue) 4-8 ut — 
0xz° Ôz? 0x" 0x? 0x} 
2 _.i? l LM j : 
ee RE — = Re ôu’ = = ee Vu. 
0x! 0x? 9x) 0x" oz? 


On démontre de façon analogue que pour le champ du covecteur u;, 
les fonctions 


ou; k 
Vu = Tr .LU 
Ji 2x3 JiFRk 


sont les composantes d'un tenseur deux fois covariant. 


De façon générale, on vérifie sans peine que si 7; ::° jp est un 
champ tensoriel, les fonctions 
: oTi a jp 
VD TT + PPT — 
TT al us (11) 


sont les composantes d’un tenseur p fois contravariant et qg + 1 fois 
covariant. 


Le tenseur ViTi :! : s'appelle dérivée covariante du champ 


tensoriel T';: ::: jp. La procédure de calcul des dérivées covariantes 
s'appelle dérivation covariante. 
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On vérifie sans peine que cette dérivation jouit des proprietes 
de la dérivation ordinaire. Par exemple, 


Vi (u:, + V;,) 7 Viuis + Vip 
: an | 
Par ailleurs, la dérivation covariante et la contraction commutent. 
Prouvons-le sur l'exemple du tenseur u;,;- Montrons que 
i 
Vi(uir) = Viuin, (12) 


où Viuik est le contracté du tenseur Viuir par rapport aux indices à 
et j. En effet, en vertu de (11), 
au, . — 
Viuir — PE + l'un Fe l'ijusr — Puis. 


En posant j = i et en sommant sur à, on obtient 


i i 
i Ou; pa sn — Ou; Ne i 
Vilir = + Tuin — Mines — Pinus = — Puis = Vi(uix). 
oz! ox! 


Ce qui prouve (12). 


Remarque. La dérivation covariante coïncide avec la dérivation 
partielle dans l’espace euclidien Æ£, muni de coordonnées cartésien- 
nes. En effet, dans le cas considéré g;; = Ô;, et T#; — 0 d’après (3). 
Donc, en vertu de (11) 


| EN 
ViT à 4 ne Az! 
Montrons que 
Vagis =0, Vag' —=0 (15) 


dans tout espace riemannien. 


Pour prouver la première relation, multiplions les deux mem- 
bres de (3) par g;, et sommons sur k. Alors 


By Bjr Bi k 
a 7 — Dn,: TV: 14 


En substituant à à L et L à i, on obtient 


Bis  OBya Br 
âz) oz! oz 


= 2er. (15) 
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L’addition des égalités (14) et (15) nous donne 
8 
9 + —Thigu—Tgin = 0, 
zi 

c'est-à-dire que 
Vigir = 0. 


Ce qui prouve la première égalité (13). Pour établir la deuxième, 
prenons la dérivée covariante de la deuxième identité (2): 


(Vig') Er + LIVE jh = Vôk, 


d’où, en vertu de la première égalité (13), 


(Vaigi) &pn = V 0 =; 20: 


En multipliant les deux membres de cette égalité par g“? et en som- 
mant sur k, on obtient la deuxième égalité (13). 


Remarque. Les tenseurs g;, et g'? se comportent comme des cons- 
tantes par une dérivation covariante. En effet, en vertu de (13) 


Vi (g‘'uyx) = (Vi?) Ujr + LV ur = EUV un 
Vaisv) = (Vagis) D + gi Van = gijV in’. 


Considérons maintenant les notions fondamentales d'analyse 
vectorielle dans un espace riemannien. Soit w (x!, ..., x") un champ 
scalaire. Le tenseur 
ou 
0x? 


Vu = 


s'appelle covecteur gradient, le tenseur 


ij ij 0 
eu = 85 À (16) 


vecteur gradient. 
Soit uw‘ (x!, ..., x") un champ de vecteurs. Le champ scalaire 


Viui= + Tu (17) 
oz" 
s'appelle divergence du champ de vecteurs u (x', ..., x"). 
L'opérateur de Laplace À agit sur le scalaire u (, Las d} à 


l’aide de la formule 
Au = V; (g' Vu). (18) 
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Au second membre de (18) figure la divergence du champ de vec- 
teurs gradient g‘?V;u. La formule (18) peut être écrite sous une forme 
plus commode aux calculs: 

_ogvu gif 9u  _ps, du | 
Au=g5Viviu= gi | Es ) - (19) 

Remarque. Dans l'espace euclidien Æ, rapporté à un repère carté- 
sien (g:; — Ô;;), les formules (16), (17) et (19) deviennent respective- 
ment : 


A n 
+ ou i : du 
1J LL «= ee ‘ ——» pu 2 
£ Vu — Az , Viu = pu: 9 Au = (ozt}® . 


im | 


Exemple. Calculons l'opérateur de Laplace pour l'espace eucli- 
dien Æ; rapporté à un système de coordonnées cylindriques 


ZT =rCoOSp, y =rsinp, z=2 (x —7r, x —=p, 2 = 2). 


Dans le cas Te, 
= 4 cos , r sin ®, 2}, 


Tr = {cos p, sin, O0}, ={—rsin, rcos, ns 


or or = 
es=(< =) = ° 
Les autres composantes du tenseur métrique sont nulles. Le tenseur 


g‘? possède aussi seulement trois composantes non nulles, notamment 


gi, =, gi. 


D'après la formule (3) 
Fr=0, Ci r,=0; li=-r 12=0, £=1,2;2 


En appliquant la formule (19), on trouve 


Au = g" (ar TE — D a) te Ce a ler Fe Di 
+8 (ee) = (her + See 
= () 
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Arrêtons-nous enfin sur la notion de rotationnel d'un champ de 
vecteurs, en nous limitant à un espace riemannien à trois dimensions. 
Introduisons tout d’abord quelques êtres auxiliaires. 

Soit ui/* un tenseur antisymétrique par rapport à tous les indices. 
Si deux des indices i, j et À sont identiques, la composante correspon- 
dante est nulle. En effet. si. par exemple, i —k, du fait de l’anti- 
symétrie on déduit de l'égalité u'* = ui que ui = —uî, 
c'est-à-dire que u'/! — 0. Donc seules sont non nulles les composan- 
tes du tenseur u‘/* dont les indices sont deux à deux distincts (c’est-à- 
dire forment une permutation des nombres 1, 2 et 3), ces indices 
pouvant différer aussi par leur signe. 

Un changement de coordonnées transforme les composantes du 
tenseur ui?" suivant la loi 


20e oz? dx’ 9x}’ PR 
uiJ'R-— = ——— uiih. 20 
0x? Oz) ôr"* 0, 
En posant à —1,j  —2 et k’ — 3 et en faisant usage de l’antisy- 


métrie du tenseur ui, on obtient 


grorse _ Oz!" 67° àr$ uv + ôz* 0x 132 D 
| ôzl Or? xs 0x! 023 Or: 
0x!" Or” O7’ 213 D 0x Oz” O2 u2 + 
dx® Or! Ori Ox® 023 ox! 
oz! oz” 0x3" 342 D 0x ôz” 0x 321 — 
OZ Oxt nxr° OxS oOx®  ôxr! 
(= 0z*" Ôx° 0x!" Or” 02° É 0x!" 07° 0x 
7 \ rl ôr® 9x3 Ôx® On  ôr! 0x3 Ôxl ox 
” oz!” ôz” 0x3" dx" FE 0x)" 9x1" 0x” 0x" jus 
Oxl ÔxS 0x 0x° Ôrt dr 02x$ Ôx® 0x! LE 
oz!” oz!" ôzl”. 
ox! dx? GE» | 
= ôx® dr” ôr° : 123 ôx* 123 
oz! 0x° Ox° Oz! ; 
EE 0xŸ" azx$" 
0x! or” 0x: 
autrement dit 
u1”273° oz 123) (21) 
z 
« Oz [= 0x’ 
ozi | | 4x |’ 
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» 


Supposons que u“#=Æ0. En divisant membre à membre (20) 
par (21) et en posant ei — uïik/ut#%, on obtient 


gij'h° te - u = gih. (22) 


Il est immédiat de voir que dans tout système de cvordonnées la quan- 
tité e‘* est égale à 0 si certains des indices à, j, k sont égaux et à 
+1, s'ils sont tous distincts. 

Ecrivons maintenant la loi de transformation des composantes 
du tenseur métrique: 


Mettons cette égalité sous la forme matricielle : 


een = (2) Gi (+). 


ôz) 


Le symbole + désigne la transposition. Posons | g;,;| —£g et | g:; | = 
— g'. Le déterminant du produit de matrices étant égal au produit 
des déterminants de ces matrices, il vient 


ou Vg— 


est la valeur absolue du déterminant EE ) . 


2 


, Oz 
ssl 


(la quantité | _ 


Cette formule peut étre mise sous Fu forme: 


| 0x!" 
puisque les matrices (=) et Ce sont inverses l’une de 
T TZ 


l'autre. 
Des relations (22) et (23) il s'ensuit aussitôt que 


(23) 


g'J'R 


0z* 0x)" 9z*" gijk 
1/7 0) 
£ 


EE 


0x Oz Où Ve 


On n’étudiera que les transformations de coordonnées dont le jaco- 
bien est strictement positif (ce qui est toujours possible si V, est une 


ee » Ld Ld # e e # £ 
variété élémentaire). Dans ce cas les quantités HE sont les compo- 
” B 


santes d’un tenseur antisy métrique trois fois covariant par rapport à 
tous les indices. 
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Soit u' (z!, 2°, 2%), i — 1, 2, 3, un champ de vecteurs. Le vec- 
teur 
: eik 94 
v'— —— Vu : 

Ve JR ( ) 
oùu, = £griu! s'appelle rotationnel du champ de vecteurs u* (x!, z°, x‘). 
Remarques. 1. Dans l’espace euclidien Æ£, rapporté à un repère 

cartésien (g;, — Os), les formules (24) s’écrivent 

ous ou° ou! Qu° Ou? gui 


PAL — 


Dis TR Or Tr 
To om 9e où! 621 0° 


2. La dérivation covariante présente de nombreuses affinités 
avec la dérivation ordinaire. Il existe cependant des différences fon- 
damentales. Ainsi par exemple les dérivées covariantes secondes d’un 
champ de vecteurs ne sont généralement pas symétriques. Plus exac- 
tement, on a l'égalité suivante: 


] i | 
VRViu' De ViVau’ dE Rii uP, 


.  ôri or; | 
D... k l : 
où Riip — - D — - + Tip lasli, est un tenseur une fois 
z z 
contravariant et trois fois covariant. Le tenseur R;j;° s'appelle 
tenseur de courbure d’un espace riemannien. 


Dans un espace euclidien on vérifie sans peine que Riy, —=0 
en calculant le tenseur de courbure dans un repère cartésien. 

On démontre que si le tenseur de courbure d’un espace rieman- 
nien est nul, on peut, dans un voisinage assez petit de chaque point 
de cet espace, introduire un système de coordonnées dans lequel g;; — 
— Ô;;, en d'autres termes, un espace riemannien est localement 
euclidien. 
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